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SITZUNG VOM 9. JANUAR 1905. 

Vorlage eines aus London eingetroffenen Berichts über die 2. General- 
Yexnaininlmig der Internationalen Assoziation der Alsademien. Die 
Gescl^fte der Vorsitzenden Akademie fOr das Trienninm 1905, 1906, 
1907 und nach einem Schreiben ans Wien inzwischen Ton der dortigen 
kaiB. Akademie der Wissenschaften übernommen worden. 

Es wird beschlossen, das Fe ohn er- Archiv, dessen Inhalt von Herrn 
De. Lifps geordnet worden ist, nach Art des M b i u s - Archivs einzurichten 
und auszustatten. 

Ans den für das Jahr 1904 zur Verfügung stehenden Erträgnissen 
der Men de- Stiftung wird dem a. o. Mitglied Herrn Cobrbks ein Beitrag 
zur Fortsetzung seiner Versuche über Vererbung zugebilligt. 

Der Vorschlag, Hezm Prof. Dr. Rabl zum o. Mitglied zu ernennen, 
wird von der Klasse einstimmig angenommen. 

Herr Bruns meldet eine Abhandlung von Herrn Dr. Lipps „Die 
Bestimmmung der Abh&ngigkeit zwischen den Merkmalen eines Gegen- 
standes''* zum Abdruck in den Berichten an. 



Die Bestimmnng der Abhängigkeit zwiscilen den 
Merkmalen eines Gegenstandes. 

Von 

OoTTL. Fbiedr. Lipps. 

1. Das Kriterinn der Abhiagigkeit. 

Bei der ünterBuchimg der Abhängigkeit zwischen den Merk- 
malen eines Gegenstandes kann es sich ebensowohl nm das Vor- 
handensein oder Fehlen eines seinem Wesen nach unveränderlichen 
Merkmals wie auch nm das Auftreten von Abstufungen oder be- 
sonderen Ausgestaltungen eines veränderlichen Merkmals handeln. 

um beide Fälle gemeinsam behandeln zu ktonen, treffe ich 
folgende Festsetzungen. Irgend zwei auf ihre Abhängigkeit zu 

Math -pbjs. KlMM 1905. 1 



2 GoTTL. Fribdr. Lipps: 

prüfende Merkmale sollen durch a und b . bezeichnet werden. Sind 
die Merkmale unveränderlich, so daß lediglich ihr Vorhandensein 
oder Fehlen in Betxucht kommt, so soll das Vorhandensein und 
das Fehlen von a durch a^ und o^, das Vorhandensein und das 
Fehlen von b durch b^ und b^ angedeutet werden. Sind hingegen 
die Merkmale der Abstufung oder irgend welcher Spezialisierung 
fähig, so sollen die verschiedenen Formen von a durch c^, o^^ 
Og . . . a^, diejenigen von b durch b^^ b^, b^ . . , b^ angegeben 
werden, wo die Beihenfolge der a und der b entweder objektiv 
begründet ist oder beim Fehlen eines objektiv ordnenden Prinzips 
auf subjektiver Willkür beruht. Das Auftreten und Ausbleiben 
eines unveränderlichen Merkmals läfit sich auf diese Weise der 
Form nach als eine Spezialisierung des allgemeinen Falls, wo 
r Glieder a^, Og, a^ ... a^ und s Glieder fe^, &j, b^ . , . b^ zu 
unterscheiden sind, auffassen. Bezeichnet % eine Zahl aus der 
Reihe 1, 2, 3 ... r und l eine Zahl aus der Beihe 1, 2, 8 ... 5, 
so wird ein beliebiges Glied der a-Beihe durch a^ und ein be- 
liebiges Glied der 5-Beihe durch b^ angegeben. 

Die Merkmale a und b sind nun von einander abhängig, 
wenn die a^ und 5^ in ihrem Auftreten von einander abhängig 
sind. Ist dies nicht der FaU, so sind die MerkmcUe a und b van 
einander unabhängig. 

So besteht am ebenen Dreieck Abhängigkeit zwischen der 
Gleichheit der Seiten und der Gleichheit der gegenüberliegenden 
Winkel, da das Auftreten gleicher Seiten die Gleichheit der gegen- 
überliegenden Winkel und das Auftreten ungleicher Seiten die 
Verschiedenheit der gegenüberliegenden Winkel zur Folge hat. 
Hier kann a^ (das Vorhandensein gleicher Seiten) nur im Verein 
mit 5j (dem Vorhandensein gleicher Winkel) und a^ (das Fehlen 
gleicher Seiten) nur im Verein mit b^ (dem Fehlen gleicher Winkel) 
vorkommen, woraus die Abhängigkeit zwischen a (der Gleichheit 
der Seiten) und b (der Gleichheit der Winkel) folgt. Wenn hin- 
gegen Oj und o, ebenso mit b^ wie mit b^ vereint vorkommen 
kann, so ist a unabhängig von b. Dies gilt z. B. bezüglich der 
Gleichheit eines bestimmten Seitenpaares und der Gleichheit eines 
bestimmten Winkelpaares am Viereck. 

Es ist femer die Unterscheidung der Farbentöne abhängig 
von dem Helligkeitsgrade der Farbenempfindung, da nur bei 
mittlerer Helligkeit alle Farbentöne hervortreten, um sich mit 
zunehmender Helligkeit im Weifi, mit abnehmender Helligkeit im 
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Schwarz zn verlieren. Den von Schwarz zu Weiß führenden 
Helligkeitsstofen Oi, a^^ ^ • • • (^r g^^^^^ demnach eine anfäng- 
lieh wachsende und dann wieder abnehmende Anzahl von Gliedern 
ans dem Gebiete der Farbentöne b^^ b^^ b^ . . , b^ zu. Im Be- 
reiche der Tonwahmehmnngen ist dagegen, wenn man von dem 
Grenzgebiete der höchsten und tiefeten Töne absieht, das Merk- 
mal der Höhe oder Tiefe von dem Merkmal der Stärke oder 
Schwäche unabhängig, da ein Ton in jeder Höhenlage beliebige 
Grade der Stärke oder Schwäche annehmen und demnach jedes 
a^ mit jedem b^ vereint auftreten kann. 

In anderer Form bietet sich die Abhängigkeit dar, die zwi- 
schen dem Volumen eines Gases und dem auf das Gas ausgeübten 
Druck besteht. Dem MARiOTTESchen Gesetze zufolge ist nämlich 
das Produkt aus Druck und Volumen bei konstanter Temperatur 
gleichfalls konstant, so dafi einer Abnahme des Drucks eine Zu- 
nahme des Volumens und umgekehrt entspricht. Zu aufsteigenden 
Gliedern der a-Beihe gehören hier folglich fallende Glieder der 
l^Beihe. 

Eine in gleichem Sinne erfolgende Änderung der a^ und der 
^2 zeigt sich hingegen in der Regel an den Organen lebender 
Wesen, sofern die Vergrößerung des einen Organs durchschnittlich 
von einer Vergrößerung der anderen Organe begleitet zu sein pflegt. 

Abhängigkeiten der letzteren Art haben die erste Inangriff- 
nahme des Problems der Abhängigkeitsbestimmung durch Galton 
nnd Peabson veranlaßt. Galtom hat hierbei eine Auffassungs- 
weise zugrunde gelegt, die er selbst mit folgenden Worten kenn- 
zeichnet^): „Two variable organs are said to be correlated when 
the Variation of the one is accompanied on the average by more 
or less Variation of the other and in the same direction. Thus 
^e length of the arm is said to be correlated with that of the 
leg, because a person with a long arm has usually a long leg 
ind conversely.'^ Eine ähnliche jedoch allgemeiner gefaßte De- 
finition gibt Pearsom^: „Two organs in the same individual, 
or in a connected pair of individuals are said to be correlated, 
when a series of the first organ of a definite size being selected, 
the mean of the sizes of the corresponding second organ is found 

i) Ck)rrelationB and their meafinrement, chiefly from anthropometric 
data; Proceedings Roy. Soc. London; Vol. XLV, 1888, S. 135. 

2) On the mathematical theory of evolution; Philosophical Trans- 
acüons Roy. Soc. London; VoL 187 A, 1896, S. 256, 257. 

1* 
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to be a fanction of the size of the selected first organ. If tlie 
mean is independent of this size, the organs are said to be non- 
correlated. Correlation is defined mathematically by anj constant 
or series of constants, which determine the aboye ftmction.^ 

Die von Galtom und Peabson festgehaltene Anffassungs- 
weise ist demnach wesentlich enger als die hier zngronde gelegte. 
Denn die a^ und b^ werden als meßbare Größen vorausgesetzt, 
und es werden lediglich die arithmetischen Mittel der zn den 
einzelnen a^ gehörigen b^j h^, b^ . . . h^ m ihrer Abhängigkeit von 
a^ oder die arithmetischen Mittel der zu den einzelnen b^ ge- 
hörigen a^^ a^^ a^ . . . a^ in ihrer Abhängigkeit von bj^^ bestimmt. 

2. Das Umeiseheva. 

um nun nicht durch die Besonderheit des jeweils gewählten 
Beispiels die Allgemeingültigkeit der Untersuchung in Frage zu 
stellen und doch bestimmte Verhältnisse, die einen Überblick über 
die verschiedenen Möglichkeiten gestatten, vor Augen zu haben, 
möge folgende Yeranschaulichung gestattet werden. 

Jeder mit a^ und bj^ behaftete Gegenstand soll durch eine 
mit dem Zeichen a^ und b^ beschriebene Kugel dargestellt werden. 
Sind die Gegenstände, soweit sie durch a^, ci^^ a^ , . , a^ bestimmt 
sind, willkürlich herstellbar (sei es, daß sie wie die geometrischen 
Figuren beliebig in Gedanken vorgestellt, sei es, daß sie wie die 
Substanzen des Physikers und Chemikers, so oft man ihrer bedarf, 
auf experimentellem Wege beschafft werden können), so mögen 
alle mit dem Zeichen a, beschriebenen Kugeln in je einer Urne, 
die selbst wieder durch a^ zu bezeichnen ist, gesammelt gedacht 
werden. Man kann alsdann jede Urne a^ für sich allein auf das 
Yorkommen der Kugeln, die mit den Aufschriften 5^, b^^b^. . .b^ 
versehen sind, prüfen. Nicht anders ist es, wenn man die durch 
^19 ^S' ^s * • * ^« bestinunten Gegenstände willkürlich herstellen 
kann, um an ihnen das Auftreten von Oi, ^2» ^ * • • ^r ^*dstzu- 
stellen. Man hat nunmehr die durch b^ bezeichneten Kugeln in 
je einer Urne b^^ gesammelt zu denken und jede dieser Urnen auf 
das Vorkommen der a^, o,, a, . . . a^ zu prüfen. — Sind aber 
die mit a^ und 5;^ behafteten Gegenstände nicht willkürlich her- 
stellbar, wie es bei Untersuchungen im Gebiete der sogenannten 
beschreibenden Naturwissenschaften der Fall zu sein pflegt, so hat 
man sich die Kugeln (a^&ji) insgesamt in eine einzige üme ver- 
einigt zu denken. Es ist alsdann nicht möglich, fUr ein einzelnes, 
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Ton den übrigen abgesondertes a^ die Zugehörigkeit der b;^ oder 
f&r ein einzelnes, von den übrigen abgesondertes h^^ die Zuge- 
hörigkeit der a^ festzustellen. Man kann jedoch die üme auf 
das Vorkommen aller Kombinationen (a^hj^ zugleich prüfen und 
80 für jedes Glied der Reihe o^, o,, o, . . . a^ die Zugehörigkeit 

I der &2 ^uid fOr jedes Glied der Beihe 5^, h^^ &, ... 5^ die Zuge- 
hörigkeit der a^ ermitteln. 

Sollen nun die Häufigkeiten, mit welchen die verschiedenen 
(^jiO a^if^ten, festgestellt werden, so können zwei wesentlich 
verschiedene Wege betreten werden. Man kann deduktiv auf 
Onmd vorhandener Erkeimtnisse die verschiedenen Kombinationen 

I der üjg und hj^ erschließen oder auf Grund der Erfahrung von 
Fall zu Fall das Aufbreten der a^ und 6^ konstatieren und so 
indukH/v zur Kenntnis der verschiedenen Möglichkeiten gelangen. 
Dem deduktiven Verfahren kann die unmittelbare Feststell- 
barkeit der Kombinationen (a^^hj^ durch das Abzählen der Kugeln 
zur Seite gestellt werden, da man hierdurch gleichfalls ohne 
weiteres zur Kenntnis der vorhandenen (a^h^ gelangt. Es ent- 

, spricht femer der empirischen Fest-stellung einzelner Fälle, wenn 

! man einzelne Kugeln — wie es der Zufall fügt — aus der Urne 
zieht und die an der jeweils gezogenen Kugel vorhandenen Zeichen 
a, und bi notiert. Man kann daher das Ziehen von Kugeln aus 
der üme als eine Verbildlichung des induktiven Verfahrens ansehen. 
Denmach bildet das üraenschema eine ausreichende Unter- 
lage für die Bestimmung der Abhängigkeit zwischen den Merk- 
malen eines Gegenstandes. 

3. Die WahneheiBlielikeiten für das Auftreten der a« und bi. 

Kann man die Kugeln abzählen und bezeichnet man die An- 
sah! der Kugeln (a^^^i) durch z(kI)j so läßt sich das Ergebnis 
der Abzahlung in der4 Tabelle 
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übersichtiich zusammenstellen. Soll lediglich das Auftreten der 



6 GoTTL. Fbibdb. Lippb: 

a^ ohne Bücksicht auf die hj^ oder das Auftreten der h^ ohne 
Bücksicht auf die a^ Beachtung finden, und setzt man 

x{%) = ^(k1) + e{%2) + ' • • + ^(*«) 
y{l) - z{lX) + r(2A) + • . . + ${rX) 
so erhält man die Tahelle 
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^ \ h 


... ft^ 



B. 



y(l) y(2) y(3) • • • yC«) 

Ist die Gesamtzahl der Kugeln gleich m, so wird hiemach 
die relative Häufigkeit oder die Wahrscheinlichkeit für das ge- 
meinsame Auftreten von a^ und h^ durch 

w(xX) =- jp(xX) : m (2) 

angegeben. Es ist femer die Wahrscheinlichkeit für das Auf- 
treten von a^ gleich 

«(«) «= a?(x) : nt »=■ tt;(«l) + «;(x2) + • • • + w{i(,s) (3) 

und die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von h^ gleich 

v{X) = y(X) : m = fr(U) + ir(2X) + • • • + w{rX). (4) 

Sind r ümen o^, a^, o^ ... a^ vorhanden^ so ist die Wahr- 
scheinlichkeit, in der Urne a^ eine Kugel {p>J>^ zu treffen gleich 

«(xA) « i5(xA) : a;(x) « «;(xA) : u{%) (5) 

und in entsprechender Weise ist für den Fall, daß 5 Urnen &|, 
5g, Z>3 . . . &, gegeben sind, die Wahrscheinlichkeit in der Urne 
hl eine Kugel {clJ>i) zu treffen gleich 

v{%l) - z{%X) : y(X) - w(xX) : t?(X). (6) 

Sind hingegen die Kugeln nicht abzählbar, ist man vielmehr 
dararf angewiesen, durch oftmaliges Ziehen einzelner Kugeln die 
vorhandenen Formen von a und h kennen zu lernen, so kann 
man zwar wiederum die unter einer Gesamtzahl m sich ergeben- 
den' Anzahlen der (a^b^)» ^^^ ^u ^^^ ^^^ ^x ^^^^ ^C^^)» ^(^) 
und y(A) bezeichnen und in den Tabellen A., B. und C. zusammen- 
stellen. Es muß aber die Bedeutung dieser Anzahlen erst klar- 
gestellt werden, bevor man aus ihnen Wahrscheinlichkeitswerte 
ableitet. 
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Sollen nämlich diese Anzahlen überhaupt eine Bedeutung 
haben, so muß die Annahme gestattet sein, daß, wenn das Ziehen 
einer bestimmten Anzahl von Kugeln ans einer Urne unaufhörlich 
iriederholt wird^ jede einzelne Urnen -Kugel schließlich gleich 
häufig zum Vorschein kommt. Denn, falls dies nicht zuträfe, so 
müßte eine einzelne Kugel oder eine bestimmte Gruppe von Kugeln 
ausdiließlich oder vorzugsweise zur Beobachtung gelangen. Da 
man aber nicht wüßte, welche Kugeln in dieser Weise bevorzugt 
würden, so wäre es nicht möglich, aus den beobachteten Anzahlen 
auf die tatsächlich vorhandenen Anzahlen zu schließen. 

Trifft nun diese Annahme zu, so gelten bei fortgesetzter 
Wiederholung der Beobachtungen, die unter Zurücklegen der je- 
weils gezogenen Kugel einzeln und unabhängig von einander aus- 
geführt werden, folgende Bestimmungen. 

]jst die relative Häufigkeit oder Wahrscheinlichkeit einer be- 
stimmten Kugelart auf Grund der in der Urne vorhandenen Kugel- 
anzahlen gleich tr, so ist die Wahrscheinlichkeit unter m Kugeln 
g Kugeln jener bestimmten Art zu erhalten gleich dem durch die 
Gleichung 

z\{fn - z)\ W(z) - m\iü'(l - w)«-' (7) 

bestimmten W(z\ wo z die Werte 0, 1, 2 ... m annehmen kann. 
Das arithmetische Mittel aller, bei unbegrenzter Wiederholung der 
m Züge auftretenden Kugelanzahlen z ist somit gleich der über 
<s » 0, 1, 2 . . . m erstreckten Summe 

^z . W(z) ^m.tv. (8) 

Man findet diesen Beti*ag, wenn man^) 

(w . exp(t«) -f 1 — «?)"* — ^erp(zu) . W(z) (9) 

nach u differentiiert und ti — setzt. Bildet man sodann, um 
die Streuung der «-Werte kennen zu lernen, die Summe der 
Quadrate für die Abweichungen z — mto^ so findet man als 
mittleres Abweichungsqnadrat 

^(z - mwy W{z) — mw(l — w), (10) 

Es ist nämlich diese, über j? «» 0, 1, 2 . . . m zu erstreckende 
Smnme gleich 

^z^W{z)-m^w^y (11) 

i) Es wird ezp(tt) statt e* gesetzt. 
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und es ist femer 

^0^ W(z) — m{m — l)w^ + mw, (12) 

wie sich durch zweimaliges Differentiieren von (9) nach u Ar 
u » ergibt Die mittlere quadratische Abweichung selbst ist 
somit gleich 

y{ww(l-w)}- (13) 

Demnach kommen zwei wohl zu unterscheidende Momente 
in Betracht: die tatsächliche Ausführung der m Beobaditongen, 
worunter z Fälle der bestimmten Art auftreten, und die Annahme, 
daß die m Beobachtungen in unbegrenzter Wiederholung ausge- 
fahrt werden und für jp die w + 1 verschiedenen Werte 0, 1, 
2 . . . m in der durch W{z) angegebenen relativen Häufigkeit er- 
geben. Auf Grund dieser Annahme gibt es den mittleren Eftofig- 
keitswert (8) mit der mittleren quadratischem Abweichung (13), 
die zusammengenommen die ganze durch 

mw ± )/{mto(l —w)] (14) 

darstellbare Mannigfaltigkeit der ;8:- Werte charakterisieren. 

Dieser Mannigfaltigkeit gehört der tatsächlich beobachtete 
jT-Wert an. Da man aber nicht weiß, wohin er fällt, so pflegt 
man ihn, in Ermangelung eines anderweitigen Anhaltspunktes, 
dem Mittelwerte gleichzusetzen, so da>ß der Häufigkeitswert 

B — mu) (15) 

das System der Werte 

B±y[g{l^$xm)] (16) 

und der Wahrscheinlichkeitswert 

W'^Bxm (17) 

das System der Werte 

w±y[w(l'-w)xm) (18) 

repräsentiert. 

Es sind folglich die durch das Ziehen von m Kugeln fest- 
gestellten Häufigkeitswerte i((xX), x{%) und y(fy der Tabellen 
A., B. und G die Repräsentanten der Wertensysteme 

«(xl) ± y { «(xA)(l - *(«!) : m) } (19) 

«W±V{«(*)(1 -«(»):»»)} H 
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wofern alle Kugeln in einer einzigen Urne vereinigt sind. Es 
repii&sentieren femer die g(xX) die Wertensysteme 

i^(«i) ± y{KxA)(l - i^(»« : x{%))] (22) 

oder 

z(%X) ± V{z{nX){l - 0{xX) : yW)}, (23) 

jenachdem die Kugeln auf r Urnen ^, a^f ^ - * • ^r ^^^ ^^^ ^ Urnen 
^11 ^ti ^s - * * ^« verteilt sind und jeder Urne a^ je x(%) Kugeln 
oder jeder Urne hj^ je y(l) Kugeln entnommen werden. 

Man findet somit in jedem Falle, daß das dem beobachteten 
Werte z(xX) entsprechende Wertensjstem den arithmetischen Mittel- 
wert e{xl) hat. Da jedoch x(%) und y(X) kleiner als m ist, so 
ist die mittlere quadratische Abweichung in (22) und (23) kleiner 
als in (19). Demzufolge erhält man zuverlässigere Werte z(xl)^ 
wemi man den r Urnen a^ je a;(x) Kugeln oder den 9 Urnen b^ 
je y(A) Kugeln entnimmt, als wenn man die r oder 5 Urnen zu 
emer einzigen vereinigt und aus dieser Urne die m «» Zx{%) 
» Zy{)i) Kugeln insgesamt zieht. 

Geht man schließlich zu den relativen Häufigkeitswerten oder 
den Wahrscheinlichkeitswerten über, so findet man die Wahr- 
scheinlichkeit fCLr das gemeinsame Auftreten von a^ und b^ in der 
Gesamturne bestimmt durch 

desgleichen die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von a^ gleich 

u(jt) -• x{%) : m; 
imd die Wahrsdieinlichkeit für das Auftareten von b^ gleich 

<>)±V[v(X)(l-<X))xmY, ^^^^ 

v{X) — y{X) : m. 

8md rUnien ^9 Of 9 Oy • • • 0^ vorhanden, so ist die Wahrschein- 
lichkeit in der Urne a^ eine Kugel {flj^b^ zu treffen bestimmt 
dorch 

u{%X)±y[u{xX){l^u{%X)):x{%)]', ^^^^ 

u(xA,) « ${%}^ : x{%). 
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Sind hingegen s Urnen b^^h^^h^ • - -b^ vorhanden, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit in der Urne h^ eine Engel (o^Z^^) '^ finden gleich 

vixX) ± V[v(xl)il - v(nD) : y(l)] ; .3. 

4. Die Bestinnng der Abhängigkeit vittels der Werte 

*(xZ), *'(xZ), a"(*z). 

Das Auftreten von a^^ a^^ a^ . . , a^ ¥rird für ein hestimmies 
b{X) durch die Hftufigkeitswerte z{lk), ßf(2X)y e(SX) - - - g{rl) 
oder ohne Rücksicht auf die Gesamtzahl m aller ahgez&hlten oder 
gezogenen Kugeln durch die Verhältnisse 

z{lX) : g(2X) : z(SX) : • • • : z(rX) 

hestimmt. Das Auftreten von a^^, o,, o^ . . . a^ ist folglich imab- 
hängig von b(X)y und das Merkmal a ist somit unabhängig von 
dem Merkmal 5, wenn diese Verhältnisse fßr A = 1, 2, 3 ... 5 
unverändert bleiben. Dann behalten auch die Verhältnisse 

z(%i) : z(%2) : z{%S) : • • • z(x8) 

für X = 1, 2, 3 ... r dieselben Werte, so daß sich zugleich das 
Auftreten von b^^ b^, b^ . , . b^ unabhängig von a^ und das Merk- 
mal b unabhängig von dem Merkmal a erweist. 

Wenn diese Verhältnisse konstant sind, ist nut Rücksicht 
auf (i) 

z{lX):0(2X):z(ZX):"".z(rX)^x{l):x(2):x(S):'":x(r) 

;»(xl):;p(x2):^(x3):...:^(«5)-y(l):y(2):y(3):...:y(s) ^^^^ 

oder mit Bezugnahme auf (2), (3) und (4) 

w(lX):w(2X):w(SX):''':io(rX)'«u(l):u(2):u(3):''':u(r) 
i(?(xl):fr(«2):i«>(x3):---:w(x«) — v(l):t;(2):r(3):...:t;(5) ^ 

Demnach ist u)(xX) sowohl mit tt(x) als auch mit v(X) propor- 
tional. Aus w(kX) «— c . u(%)v(X) folgt aber (weil £io(xX) — 
c£v(x)£v(X) und die Über x = 1, 2 . . . r; A <-« 1, 2 ... 5 zu er- 
streckende £w(%X) — £u(x) — £v{X) — 1 ist), daß c » 1 und 
somit 

w(xX) - u(x)v(X), (31) 

Die Merkmale a und b sind folglich unabhängig van einander, 
wenn die Wahrscheinlichkeit fr(xX) fiür das Auftreten van (a^b^ 
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gkidi dem Produkte aus den WahrscheMichkeiten u(x) und v(X) 
ßr das Auftreten der für sich hetrachteten a^ und h^ ist 

Hat man femer die Wahrscheinlichkeits werte u(xl) oder 
v{xX) mittelst der r Urnen a^j a^ . . , a^ oder der 5 Urnen 5^, 
h^ . . . \ bestimmt, so resultiert aus (31) den Formeln (5) und 
(6) zufolge 

u(xl) «= v{l) und v(%k) = «*(*). 

Hiernadi findet durch 

tt(l X) = u{2X) - u(3A) ==... = u{rk) (52) 

oder durch 

v{%i) = t;(x2) - t?(x3) = . . . « t;(x5) (33) 

die Bedingung für die Undbhä/ngigkeU der Merkmale a und b 
ihren Ausdruck. 

Demgemäß hat man, wenn die Werte w(%)i) zur Bestinmiung 
der Abhängigkeit dienen sollen, jedes einzelne w(xX) auf seine 
Übereinstimmung mit u(k)v(X) zu prüfen und das Urteil über 
die Abhängigkeit auf die Differenzen 

w(%X)-u(k)v(X)^6(%X) (34) 

zu gründen. Liegen hingegen die .Werte u(xX) oder v(%X) vor, 
deren mittlere Beträge u(px) und i;(kO) durch die Gleichungen 

r . u(QX) - u(lX) + u(2X) + u(SX) + • • • + u(rX), 
s . v(%0) = v(%l) + v{x2) + v{%i) + • • • + v(xs) ^^^^ 
definiert seien, so wird man zweckmäßig die Differenzen 

u(%X) - u(OX) = d'(xX) (36) 

oder 

v{xX)^v(xO)^6'XxX) (37) 

zur Betrrteilung der Abhängigkeit verwerten. 

Die r. 5 Werte d(xA), d'(%X) oder i"(%X) lassen sich auf 
(f— 1)(5 — 1) Werte, die voneinander unabhängig sind, redu- 
zieren. Da nämlich «;(xl) + «^(»2) H +«?(x«) = t#(x); U}(1X) 

+ w{n) + h w(rX) « v(X)\ £u(%) « £v(X) « 1, so ist für 

jedes X und jedes X 

*(«1) + i(%2) + a(x3) + • • • + *(it5) - 0, 
*(1X) + *(2A) + *(3A) + ••• + *(rit) = 0. ^^ ^ 

Da femjBr 
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u(%l) + 1- u{%$) — 1: r(ll) H h v{rl) — 1; 

ii(ll) + ... + M(rl)-r.«i(Ol)); r(«l) + -• + €(«#) -5. r(«0), 
so ist ancli 

a'(ii) + r(ii) + r(3i) + -•• + *'(»^i) - o '^^^^ 



nnd 



a"(«i) + 6"(%i) + «"(.a) + . - . + r(Ms) = o, 



Da eine weitere Beduktion nidit möglich ist, so muß das 
aas (r — 1) (« — l) Ton einander unabhängigen Werten bestehende 
System der d(xl\ S'(xl\ i'\%l) der Beurteüiing der Abhängig- 
keit zugrunde gelegt werden. Es isi demsufolge nicht gtdässig 
(außer wenn r = 5 « 2) einen emsigen Wert als sddediihin gül- 
tiges Maß der Abhängigkeit aufBusteOen}) 

Sind die «r(»l), i«(x), v{t)^ ti(xil), f (xl) Repräsentanten der 
in (24) bis (28) angedeuteten Wertensysteme, so repriteenUeren 
auch die d(xil), d'(xl), d''(xl) Wertensysteme, deren arithmetisches 
Mittel und mittlere quadratische Abweichung zu bestimmen sind. 

Um hierbei eine bequemere Darstellungsweise von d(xX) be- 
nutzen zu können, soll ic(xA) mit Z¥>{jitv) » l multipliziert und 
u{%) durch £io{xv)j femer v(l) durch ^ie;(|iiil) ersetzt werden« 
wo das Summenzeichen die Summation Aber /ia >-> 1, 2, 3 . . . r; 
V "• 1, 2, 3 ... 5 andeutet. Man erhält so an Stelle Ton (34) 

^{w(xX)ic;(fiv) - w(%v)io{fiX)} - *(xX), (41) 

wo die Sununenglieder für fi >-> x und fttr v '^ X verschwinden, 
so daS nur über f» — 1, 2...x — 1, x + l...r; v—1,2 ..•il— 1, 
X + 1 ... 8 zu. summieren isi 

Schreibt man nun der EinÜAchheit wegen 

io(%Xj fiv) — f€(KX)ie((iv) — w(%v)w(fiX) 
g(xX^ fiv) — 0(xX) z{iiv) — g(xv) z{fiX) 
und setzt man 



i) Dies ist namentlich Galtoh und Pbarson gegenüber zu betonen, 
die einen einzigen Zahlenweit, den sogenannten ^J^onelationskoeffi- 
zienten", als Maß der Abhängigkeit bestimmen. Vergl. insbesondere 
Tmambow Bestimmung ,,defl besten Werte« fOr den EoxielationBkoefß- 
zienten'* in der erwähnten Abhandlung S. 264. 
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. P— (ir(ll)exp{u(ll)}H + ir(r*)eip{t«(rs)})~ 

^^W[z(ll),..e{rs)]exp[e(ll)u(ll)).,Bjqp{e(r8)u(rs)), 

wo die Summation über alle positive ganze Zahlen z{ll\..e(rs\ 
deren Summe gleich m ist, auszudehnen ist, so wird das arith- 
metische Mittel aller i(xX\ das durch ^oC*^^) angedeutet werden 
soll, bestimmt mittels der Gleichung 

— m(m — l)^io(%l^fiv) 

oder mittels der Qleichung 

m*o(«A) - (iH - l)i(xX) (42) 

wo S(%X) den aus den beobachteten e(%l) berechneten Wert (34) 
oder (41) bezeichnet Es folgt dies daraus, daß für beliebige sc, X, f«, v 

d!^F/du(%X) . du(iiv) — cPF/du(%v) . du(^A) - ^jp(xA,^v) W(e), 

M 

wenn die Argumentwerte u nach Ausführung der Differentiation 
sämtlich gleich Null gesetzt werden. 

Man findet femer durch vierfache Differentiation von F für 
das mitÜere, durch q{%X) zu bezeichnende Abweichungsquadrat 

-=m(w - l)(m — 2)(m — 3){^ir(xA,^v)|« 

+ i»(m- l)(w~2).^ + m(m— 1).-B — m**o*(«Oi 
oder mit Bücksicht auf (41) xmd (42) 

m*q(%xy - — 2(w - 1) (2ni - S)S\%X) 

+ (m - 1) (m - 2) ^ + (m - 1)^, 



(43) 



wo 



Ä - «>(xi)»^«(pv) + w(xi)(^«'(f4v))» 



h*^ »• • /' 
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Demnach repräsentiert der durch m Beohftchtungen bestimmte 
Wert tf^2 ^^^ Formel (34) oder (41) das bei unbegrenzter Wieder- 
holung der m Beobachtungen hervortretende System der Werte 

*o(»i) ± «(»i). (44) 

wo ^o(**^) ^^irch (42) und q{»l) durch (43) definiert wird. 

Das durch die Werte 6\xl) und *"(*^) ^®^ Formeln (36) 
und (37) repräsentierte Wertensjstem findet hingegen, da die an 

den r Urnen o^, a^ * -- ^r ^^^^ ^^ ^^^ ^ Urnen &^, h^ ., ,b^ ansge- 
geführten Beobachtungen voneinander unabhängig sind, durch 

r (*i) ± q"(xX) ^^^^ 

seine Bestimmung, wo die mittleren quadratischen Abweichungen 
q\»X) und q"{%l) durch 

rW{*iy - [1,A] + • • • + [x - 1,1] +{r- 1)»[«,1] ^ 

wenn [f*,A,] für jit=l, 2, 3 . ..r den Ausdruck M(^il){ 1 —u(ii)i)]:x((i) 
ersetzt, und durch 

+ {M + i}+...+{m}, 

wenn{K,v} für v«» 1,2, 3 ...5 den Ausdruck v(%v)[ l — v(itv)]:y(v) 
andeutet, definiert werden. 

Einen einzigen, die Abhängigkeit unmittelbar bestimmenden 
Wert 6y i\i" erhält man nur dann, wenn r =» s =■ 2. Es ist in 
diesem Falle 

i«;(ll)ir(22) - ir(l2)«;(21) =- tf ; (47) 

w(ll) - tt(2l) = w(22) - w(l2) « 26\ (48a) 

v(ll) - ^(12)*^ t;(22) - t;(2l) « 2(J"; (48b) 

es ist ferner (falls die ir, u und v die Wertensysteme (24), (27) 
und (28) repräsentieren) das zu ^, d\ 8" gehörige Wertensystem 
gleich 

^0 ± « (49) 

*'±9'; <y"±(z" (50) 

wo einesteils 
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m^o ***(*» — 1)*; 
M,V— 2(m-l)(2m— 3)5>+(w— l)(m— 2)-A+(m-l)-B; . . 

Ä-^w(ll)io(22){i€(ll) + ir(22)) + ir(l2)fr(2l){ir(l2) + t;(2l)); 
J5-ip(ll)ir(22) + ir(l2)fr(2l); 
and andemteilfl 

4g'««u(ll){l--tt(ll)}:a;(l)+tt(2l){l-«(2l)}:ir(2) 
= ti(l2){l-ti(l2)):a:(l)+«(22){l-<22)}:x(2); 
4r«-t;(ll){l-t;(ll)}:y(l)+Kl2){l-i;(l2)}:y(2) 
-t;(2l){l-i;(2l)}:y(l)+t;(22){l-v(22)}:y(2). 

Eine vollkommene Abhängigkeit ist hier vorhanden, wenn 
von den Formen o^ und o, des Merkmals a einerseits und von 
den Formen &^ und h^ des Merkmals & andererseits entweder nur 
0} im Verein mit h^ und o^ im Verein mit h^ oder nur o^ im 
Verein mit b^ und a^ im Verein mit \ vorkommt. Es ist als- 
dann im ersten Falle ir(l2) =• w(2i) — 0; u(12) = tt(2l) « 0; 
r(l2)=t^(2l)-«0 und somit ^— ir(ll)«?(22)— ir(ll) { 1 — fr(ll) } 
= «7(22) {1— «7 (22)); 2tf' = w(ll)-w(22)=:l; 2(J"«i;(ll) 
= r(22) =- 1. Es ist femer im letzteren Falle tr(ll) — «7(22) « 0; 
«(ll)««(22)=-0; «7(11) — 17(22) « und demnach tf — 

- «7(12)«7(21) « — «7(12){ 1 — «7(12)} =»-«7(21) { 1 —«^(21)}; 

26' «(21) = - u(l2) 1; 26" t7(l2) - — v(2l) 

-—1. 

Die Werte 6' und 6" erreichen demgemäß bei vollkonmiener 
Abhängigkeit den maximalen Betrag +1:2 oder —1:2 und 
können ohne weiteres als das zwischen -|- 1 : 2 und — 1:2 schwan- 
kende Mafi der Abhängigkeit in Anspruch genonmien werden. 
Der Wert 6 hingegen kann bei vollkommener Abhängigkeit jeden 
positiven oder negativen Betrag + «^(l — ^) o^^r — ^0- — *^)» 
wo «7 < 1 , annehmen und erreicht den größtmöglichen Betrag 
-|-1:4 oder — 1:4 erst dann, w^n zugleich «^(ll) = «^(22) 
-1:2 oder «7(12) = w(2l) =1:2. 

Will man die hierdurch bedingte Unsicherheit der Maßbe- 
stimmung vermeiden, so kann man neben«7(ll)«;(22)— «7(12)«7(2l) 

— 6 auch noch «7(ll)«7(22) + ir(l2)«7(2l) = a bestimmen und 
den Quotienten 

a:tf«{«7(ll)«7(22)— «7(12)«7(21)}:{«7(11)«7(22)+«7(12)«7(21)) 

-{^(11)^(22) -iP(l2)^(2l)}:{ie(ll)i»(22)-fi5(l2)£(2l)} ^^^^ 



16 GOTTL. FsnEDB. LiFPS: 

als das zwischen -f 1 und — 1 schwankende Maß der Abhftngig* 
keit einführen. Repräsentiert d das Wertensysiem ^o it 9> ^^ ^^ 
auch c der Repräsentant des Wertensjstems 

<fo±Qu (54) 

wo, wie man sich leicht überzeugt, 

nttfo = (tn - l)<y, 

und Ä und B die nämliche Bedeutung wie in (51) haben. Es 
kann alsdann für ausreichend gelten, die Mannigfaltigkeit der 
Quotienten j:tf, die den Wertensjstemen der 6 und der c zuge- 
hört, unter Vernachlässigung yon Größen der Ordnung 1 : m durch 
den Quotienten der arithmetischen Mittel und der mittleren quad- 
ratischen Abweichimgen von 8 und tf in der Form 

mq^ «-4(J» + ^ (56) 

mq\ = — 4<y* + A 
darzustellen. 

Der Gleichmäßigkeit halber wird es sich dann auch em- 
pfehlen, an Stelle von 6' und i" die doppelten Beträge 2^ und 
2d' nebst den mittleren Abweichungen 2q und 2q" als Maß- 
werte, die zwischen + 1 ^^^ — 1 schwanken, zu benutzen. 

Man gelangt so zu folgendem Ergebnis: 

Sind nur je zwei Formen a^ und a^, \ und \ der Merk- 
male a und h zu unterscheiden, so ist das Urteü über die Ab- 
hänffigkeit zwischen a und h für den FäU^ daß die der Beobach- 
tung sich darbietenden FäUe als Kugdn einer einzigen Urne zu 
denken sind^ auf den durch (47) definierten Wert 8 und für den 
FaU, daß a^ gesondert von a^ oder b^ gesondert von b^ der Unter- 
suchung zugänglich ist, auf den durch (48) definierten Wert S' 
oder 9" zu stützen. Als ein fleischen + 1 und — 1 süiwankendes 
Maß der Abhängigkeit kann man den durch (53) definierten 
Quotievden d:a oder die Werte 2d' resp, 28" benützen. Sind 
die Häufigkeitswerte induktiv (durch Ziehen einzelner Kugeln) er- 
mittelt worden^ so sind S, a, ö'^ö" die Bepräsentanten der durch 
(49) «*wd (51), (54) und (55), (50) und (52) angedeuteten Werten- 
systeme; es kann femer für zulässig gelten, das System der Qiuh 
tienten d:a durch (56) zu charakterisieren. 
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Isi hingegen die Aneähl der in Betracht zu eichenden Farmen 
VOM a oder von b größer als zwei, so ist nicht ein eineeiner Wert, 
sondern das aus (r — l)(s — l) voneinander unahhämgigen Werten 
hesUkende System der i(»X), d\ni), d'\%X) zur Bestimmung der 
Ähhängiglkeit zu benutzen. Hierbei sind diese Werte als Beprä- 
sentanien der durch (44) und (45) angedeuteten Mannigfaltigkeiten 
zu behrachten^ wenn die Kenntnis der WahrscheinUchkeitswerte auf 
dem Wege der Indizien gewonnen wurde. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dafi die für r = ^ — 2 
abgeleiteten Bestimmungen nicht nur dann anwendbar sind, wenn 
?on Haus aus bloß zwei Formen von a und zwei Formen von b 
nnterseheidbar sind, sondern auch dann, wenn die r Formen a 
und s Formen b auf je zwei nachträglich reduziert werden. 

Ist eine solche Beduktion nicht zulässig, so wird man wün- 
schen, an Stelle der ^- Werte Mittelwerte, die aus den J-Werten 
abgeleitet werden, zu benützen. Solche Mittelwerte sind die 
mittels der Gleichungen 

definierten Werte d(y)^ d'(y)y d"(y)^ wo der Symmetrie wegen 
die Summation über alle r . s Werte für x » 1, 2, . . . r; il — 1, 
2, . . . s ausgedehnt wird. Für geradzahlige v werden diese Werte 
nur dann gleich Null, wenn alle d- Werte gleich Null sind, sie. 
wachsen überdies, wenn die absoluten Beträge der d, 8\ i" wachsen, 
so daß sie als Maßstäbe zur Beurteilung der Größe der Abhängigkeit 
dienen können, wofern man nur im Auge behält, daß der Vielgestaltig- 
keit der Abhängigkeit entsprechend auch die vollkommene Abhängig- 
\xai in vielfacher Form auftreten kann. Denn eine vollkommene Ab- 
hängigkeit liegt nicht etwa nur dann vor, wenn den steigenden 
Güedem der Reihe o^, o^, ag . . . a^ entweder durchweg steigende oder 
durchweg fallende Glieder der Reihe Z>j , b^y b^.,.b^ zugehören, 
sondern auch dann, wenn den steigenden Gliedern der einen Reihe 
bald steigende, bald fallende Glieder der anderen Reihe sich zu- 
ordnen, wofern nur die Zuordnung in der Weise eindeutig ist, daß 
entweder jedem Gliede der a-Reihe nur je ein Glied der &-Reihe 
oder jedem Gliede der &-Reihe nur je ein Glied der o-Reihe zugehört. 
Da jedoch in diese Mittelwerte die Potenzen der d -Werte 
eingehen, so ist es zweckmäßiger, auf dem im folgenden betre- 
tenen Wege andere Werte, die in linearer Form von den d- Werten 
abhängen, zur Bestimmung der Abhängigkeit abzuleiten. 

IbtiL-phyt. KlMM 1905. 2 



} 
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5. Die Bestinnn^ der Abbftiigigkeit vittelfl der Werte 

J{Q,6), J'{X,6), J"{Q,X). 

Tritt a^ an Stelle von a^, h^ an Stelle von ^2 ^^^ somit 
(a h^) an Stelle von (a^6;i), ßo ist auch w(%X) durch fcQiv), 
u(%) durch u(f*), i?(A) durch v(v), u(«X) durch «(^v), f?(xA) 
durch v{iiv) zu ersetzen. Alle diese Wahrscheinlichkeitswerte 
sind hiemach von den a^ und 5;^ ahhängig und können als mathe- 
matische Funktionen der Argumente a^^ und h^ betrachtet werden, 
falls man a^ und hi als Zahlenwerte auffassen darf. Dies ist 
aber auch dann gestattet, wenn die a^ und 5^ keine Quanta sind, 
sondern rein qualitative Unterschiede zum Ausdruck bringen. 
Denn die a^ und b^ sind alsdann immerhin Glieder bestimmt ge- 
ordneter Reihen und insofern durch Ordnungszahlen mathematisch 
darstellbar. 

Setzt man demgem&B 

KO -ff(h). (59) 

«*(*^) -z(«*i^J. 

so besteht den Gleichungen (31), (32) und (33) zufolge keiner- 
lei Abhftngigkeit zwischen den Merkmalen a und b, wenn fOr 
x== 1, 2, 3...r; i — 1,2, 3...« 

zK.^i) - Z(öf)^) -••••- Z(ör.^i)i (60 

um diese Funktionen in einfacher Weise darzustellen, nehme 
ich an, daß die a^ und 5^ ftquidistant seien, so daß je zwei auf- 
einanderfolgende Werte a^ und a^^^ um den konstanten Betrag 
i und je zwei aufeinanderfolgende Werte hj^ und h^^^j^ um den 
konstanten Betrag j sich unterscheiden. Hierdurch wird die All- 
gemeinheit der Untersuchung nicht beeinträchtigt. Sind n&mlich 
die durch Beobachtung festgestellten a- und &-Werte beliebig der 
Größe nach von einander verschieden, so kann man durch Ein- 
schieben von Zwischenstufen, die bei der Ausführung der Be- 
obachtungen nicht aufgetreten sind und darum in die Tabellen 
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A^ B. und C. mit jb^-^O, ^ = 0, y»0 behaftet einzureihen sind, 
die Aquidistanz nachträglich herstellen. — In ähnlicher Weise 
kann man die Eeihen der a^ und b^i ^^ qualitative Unterschiede 
zun Ausdruck bringen, nötigenfalls durch Einschieben von 
Zwischengliedern veryollständigen, so daß innerhalb jeder Beihe 
die aufeinanderfolgenden Glieder gleichmerkliche Unterschiede auf- 
weisen und durch Ordnungszahlen mit konstanter Differenz dar- 
stellbar sind. — Bezeichnen schließlich die a^ und b^ Qualitäten, 
- die nicht Ton sich aus, sondern nur auf Grund subjektiver Will- 
kfir in eine Beihe geordnet werden können, so ist nichts dagegen 
einzuwenden, wenn die a^ und &2 ^^^® weiteres durch die Ord- 
nungszahlen * und X ersetzt werden, so daß äquidistante Glieder 
mit der Differenz i^^j^^ 1 vorliegen. 

Setzt man nun för ^ = 0,1,2,3 . ..; tf—0, 1,2, 3 . .. unter Pest- 
halten eines beliebig, aber bestinmit gewählten Wertenpaares (fl^^h^ 

viOc) «^Kv)(^-6,)^ (63) 

t?(x;cy)-^u(xv)(^-6;l)^ 

vir. ^) - JS^f'^X^ - O^ 

wo die Summation über fi « 1, 2, 3 . . . r; v = 1, 2, 3 . . . « zu er- 
strecken ist, so erhält man für ^ » 0, <r » in jedem Falle den 
Wert 1, während alle weiteren i}-Werte als Mittelwerte der mit 
den angegebenen relativen Häufigkeiten auftretenden {a^ — aj^ 
und (6^ — ftj^" sich darbieten.*) Die iy- Werte sind somit aus den 
in den Tabellen A., B. und C. zusammengestellten Beobachtungen 
ableitbar und als bekannt zu betrachten. 

Bildet man sodann die über ^«0,1,2,3 ; a » 0, 1, 2, 

3 zu erstreckenden Summen 

2{(~»«)C+«f,(2^20)}:{fV-(2^-h 1)1(2(1 -M)!} 



1) Setzt man 

80 bieten sich i]«^, ij^o, »jo«y» '"Ixa^ ''loX ^ Mittelwerte der Abwei- 
chungen a^ — «^ und Oy — hx dar. 

2* 
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^{(-««)*i,(290)}:{<»?(2^ + l)l} 

■{u(^)(-««)f(a -a,)«?}:{t»*(2^ + l)l}. 



^{(-»*)"«j(0 2tf)}:{i«''(2<» + l)l) 

>(v)(-««)»(^-ft^««}:{i»«'(2« + l)I}, 



V a 



^{(-«»)<'i,(k;2<t)}:{j«<'(2<» + 1)1} 

'{ u(«v)(- «»)«'(6, - 6,)»"} : {/<'(2tf + 1)! ) , 



r a 



^{(-«»)?i,(2«;i)}:{i»?(29 + l)} 

'{r(^il)(-«»Kfl -a.)»*):{i«*(2^+l)l}. 



80 erhElt man, da a — a, — (^ — «)»; ft, — ^i "= (i* — i)i '"»d 
^{(-«*)'(^-»)*MK2^+l)! = {8in(^-»)«}:(^-x)«-»Ooderl, 

^{ (-«»)" (v-i)«" } :(2 (»+1)1- { sin(v-il)« } :(v-il)»-Ooder 1 , 

a 

(wo der Wert oder 1 gilt, je nachdem fi von % und Ton v von jl 
verscbieden oder ^ » x und v -» X ist) die unbedingt konvergenten 
Darstellongsformen 

«(*) -^{(-«*)M2?0)):{<»e(2^ + l)l}, 

Ki) -^{(-«*)"»l(0 2ff)}:{i»''(2«+l)!}, (64) 

«(xi) -^{(-«»)"i,(«;2tf)}:{i»<'(2(T+l)!}, 

a 

Da hier die jeweiligen Argumentwerte a^ und h^ als Aus- 
gangswerte der Abweichungen a^ — a^ und b^ — 6;j in die ij- Werte 
eingehen, so gibt sich hierdurch die Abhängigkeit der Funktions- 
werte ic(»k)j w(x), v{l)y tt(xA), v(xl) Ton den Argumentwerten 
kund. Diese Abhängigkeit tritt in der Darstellungsform unmittel- 



Dil BssTOfMcve d. AbhIvoiokbit sw. d. Mbbkmalbn bivbs Gbgbmstandbs. 21 



l>ar heiTor, wenn man zwei beliebig gewftblte Zahlenwerte durch 
a^ und b^ bezeichnet, a^ — a^ durch (a^ — a^) — (a^ — o©) und 
\ — 62 durch (6y — b^) — (ftjj — b^) ersetzt und die ly-Werte nach 
Potenzen Ton a^ — Oq und bj^ — b^ entwickelt. Setzt man nämlich^) 

«(?•) -^«'((**')(a^-a,)?(6,-6.)', 

«(0«) -J'f(v)(6, -&,)', (65) 

«(*;A)-^«'(*ti)(^-«o)^ 

WO die Smnmation über ^ — ^ 1, 2, 3 . . r; y » 1, 2, 3 . . s zu er- 
strecken ist, schreibt man femer 

«(««-«o)9>(öJ«=«(«x~öo)-Ä^a^~ao)V**3!+---t.8in{«(a,- 

und bezeichnet man die sukzessiven Ableitungen yon ^(^ nach 
a^ durch ^1, 999 ^s*-* die Ableitungen von ^{bj^) nach b^ durch 
l'n^D^s*"^ B^ gelangt man zu den Darstellungsformen: 

»(«A)-^{(- 

.)?e(0<»)*„(6i)}:«I, (66) 






die sich ffir a = a^, 6, 






)''«(*;ff)t„(6,)}:(»!, 

)*«(e;i)9',(«»)}:?». 

» &;i auf die Darstellungsformen (64) 
reduzieren. 

Sind nun die Merkmale a und b unabhängig voneinander, 
80 daß die Gleichungen (31), (32), (33) erfüllt sind, so ist, wie 
der Anblick von (65) lehrt, 



i) Auf Grund der Gleichungen 

«Aalt Man «^<„ fpo» «Offi *xa> «pl *^* Mittelwerte der Abweichungen 
«^ — «0 ^™d 6r — V 



(71) 
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tifo) - t(ifO)t(0<i), (67) 

.(l;tf) - j(2;ff) - «(3;ff) «(rjff), (68) 

t(p;l)-j(^;2)-£(j;3)^ *(^;«), (69) 

wonach, wie tuunittelbar ersichtlich ist, 

«'(»».^) = »(«x.M— • • • - »(»«.*.)• 

Demnach genfigt es zur Bestimmung der Abh&ngigkeit zwi- 
schen den Merkmalen a und b auf Grund von (67) die Differenzen 

J(^,«) = e(etf) - «(?0)t(0«f) (70) 

und auf Grund von (68) und (69), wenn flberdies 

r.e(0;(f) = e(l;ff) + f(2;<r) + •• + «(r;*), 
«• «(*;0) - «(?;1) + «(^52) + ••• + «(?;»), 
gesetzt wird, die Differenzen 

^'(«.«) - «(»;*) — «(0;tf), (72) 

^"(p,i)=e(^;i)-e(^;0) (73) 

ZU betrachten. 

Es ist aber mit Rücksicht auf (34), (36), (37) 

^'(».«)=^*'M(6,-6o)", (72a) 

^%A) - J'*"(f»i)(% - «»)*. (73a) 

80 daß in der Tat die Bestimmung der Abhängigkeit auf Werte, 
die in linearer Form von den Werten tf(f*v), c^'(»v), ^"(xv) ab- 
hängen, zu gründen ist Zugleich erhellt, daß den (r — l)(« — 1) 
yoneinander unabhängigen Werten dj d\ 8" entsprechend auch 
(r — 1)(ä — 1) voneinander unabhängige Werte ^(^,<y), ^'(Ä,<y), 
2^"(^,X) die Abhängigkeit vollständig bestimmen. 

Man kann insbesondere die zu ^ » 1, 2, 3.. . . r — 1 ; tf »» 
1, 2, 3 ... Ä — 1 gehörigen Werte ^, J\ A" wählen und eine an- 
genäherte Bestimmung der Abhängigkeit mittels einer kleineren 
Anzahl dieser Werte geben. In jedem Falle wird man den Wert 
.i/(l,l), J\l,l), J'\l,l) berechnen. 
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Als AiiBgangswerte a^ und b^ der Abweiclrangen a^ — a^ 
und 6y — b^ wird man vorteübaft diejenigen wählen, für welche 

«(10) - ^«e?(fiv)(a^-ao) ^ 2^(l^)(% ~ »o) - <> . . 

Sind die Wahrscheinliohkeitswerte ir(fiv), ti(^), t^(v), ti(Kv), 
r(fiil) Beprftsentanten der in (24) bis (28) angegebenen Werten- 
systeme, 80 repräsentieren auch s (q 0), e (^ 0), e (0 a), e (x ; tf), e (^ ; A) 
und ebenso jd{q^a\ J'{%^c)^ J''{(^^1) Wertensjsteme, deren arith- 
metische Mittel und mittlere quadratische Abweichungen zu be- 
stimmen sind. 

Um diese Bestimmung zunächst fEbr die e- Werte zu leisten, 
soll der Einfachheit wegen angenommen werden, daß für n Formen 

0^, Ol, o, . . . a,, die unter m. =» z{l) + ^(2) H V z{n) Fällen 

mit den Häufigkeiten jer(l), jgf(2), ,..e(n) oder den Wahrscheinlich- 
keiten ir(l) =« j5(l):t», ir(2) « Äi(2):m, ... fp(«) «• jp(n):m be- 
obachtet worden sind, der Wert 

s — w(l)a^ + w(2)a^ + • • • + H^)o^ (75) 

gefunden sei. Ich setze nun 
JP-(ir(l)exp{tt(l)}-ffr(2)exp{tt(2)}-f-..|(?(»)exp{u(n)})"» 

-^Tr{if(l)...ir(n)}exp{;5(l)u(l)}...exp{;5(n)M(n)}, 

wo-die Summation über alle Werte jr(l), ;e;(2) . . . z{n), deren Summe 
gleich «I ist, zu erstrecken ist. Dann wird das arithmetische 
Mittel aller e -Werte, die bei unbegrenzter Wiederholung der 
m = z(l) + z(2) + • • • + z(n) Beobachtungen an Stelle des tat- 
slchlich in (75) vorliegenden Wertes treten würden, bestimmt 
durch 

l^{*(l)öi + K2)a,-f...-|-;5(n)aJ.>F{i^(l)...Äi(n)}-£, (76) 

da für K » 1, 2, 3 ... n 

^z{n) W{ z(l) . . . z{n) ) ^ mfr(»), 

wie die Differentiation von F nach u(%) für m(1) — u(2) « • • • 
a. tf (n) «. ergibt. Es wird femer das mit m* multiplizierte 
Ifittel der Abweichungsquadrate bestimmt durch 

^{ir(l)ai-f5(2)tf, + ... + ;?(n)a„-s}MF(Ä) 
==^"^{^(l)\' + 2;^(l)^(2)(l,«, + ...}.T^(^)-€^ 
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Da aber, wie die zweimalige Difierentation Ton F nach u(%) 
allein und nach u(n) und u{l) fOr i«(l) » i«(*2) »-*••» u(n) » 
erkennen Iftßt, 

^Ä(x)*Tr(5) - m(w — l)fr(x)» + mir(«), 

2'^{%)»{l) W{e) — m(m— l)fr(»)ir(X), 

so erhält man 

^{5(1)X' + 25(l>(2)aia, + •••} l^W 

Es ist daher, wenn man in Übereinstimmmig mit (75) t9(l)a^ 
+ • • • + w{n)a^ =- e und überdies 

€(2) - •e;(l)ai» + • • • + fr(n)a^» (77) 

setzt, das Mittel aller Abweichungsquadrate gleich 

{£(2)-e»}-«» (78) 

und die mittlere quadratische Abweichung gleich der Quadrat- 
wurzel hievon, wonach das durch t repräsentierte Wertensystem 
durch 

«±^{«(3) -*»}:-] (79) 

dargestellt wird. 

Demgem&fi repiiteentieren die Werte e(^<T), ^(^O), ((Otf), b{%\^\ 

e(^;A) die Wertensysteme 

•(?0)±y[{.(2?0)-«(^0»}:m] 
«(0*)±y[{«(02ff)-«(0ff)»}:m] (80) 

«(«;«») ±y[{«(»;2ff) - «(«;«)»}:*(«)] 

«(«;i) ±V'[{«(2?;A) - €(^;i)»}:y(i)]. 

Um sodann die entsprechende Bestimmung für ^(fi,c) zu 
geben, setze ich in 

^(e.«) - ^{«"("i) - «(»)»(*) ) («« - «o)*(»i - KY 

der Einfacl&eit wegen 

^x =- fl« - «01 J^a -= ^i - ^0 
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und in gleicherweise wie in (41) an Stelle von w(kX) — u(%)v(l) 
die Summe 

80 daB 

A9^^)-:22{<*^Mi^^)''^(^^Mf'^)XK (81) 

resultiert Setzt man noch zur Abkürzung 

und Ift&t man die durch Z angedeutete Summe in jedem Falle 
ftr alle hinter den Summenzeichen stehende Wertenpaare » und X, 
f» und V, a und |3, y und 8 über die Werte 1, 2, 3 ... r; 1, 2, 3 ... 5 
(fllr jedes Paar unabhängig von den anderen Paaren) laufen, so 
erhält man aus (81) 

Diese ein&chen Darstellungsformen gestatten, unter Benützung 
der Ableitongen von 

JP=- (ir(ll)exp {t«(ll)} + . • • + ir(r5)exp {t«(r5) })"» 
= ^ir(f (11) ... jr(rÄ))exp { ;er(ll)i*(l 1) }... exp { ;?(r^)u(r«) } 

nach den u (für tt(ll) = • • • = u(r$) =» 0), die Berechnung der 
bei unbegrenzter Wiederholung der m ^ z(li) + ••• + z(r8) Be- 
obachtungen sich ergebenden Summen 

2ß(%l)z((kv)Ä(%fi',Q)B(Xv;ö)W(z) und 

wo die Summation nicht nur über die Wertenpaare x,l; |ii,v-, 
')^i 7)^) sondern überdies auch über die Werte e^ deren Summe 
gleich m ist, erstreckt werden muB. Man findet für die erste 
Summe den Betrag 

und für die zweite Summe den Betrag 
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m(m-l)(m-2)(m-3){I}+4m(m-l)(m-2){n)+2m(m-l){m}, 

Die erste Summe läßt erkemien, daß das durch J^(fiy6) xa 
bezeichnende Mittel aller bei unbegrenzter Wiederholung der Be- 
obachtungen sich ergebenden ^ -Werte durch 

mj1^(^,a) - (m - 1)J(q,c) (82) 

bestimmt wird, wo ^{Qj<i) den aus den Beobachtungen resul- 
tierenden Wert der Formel (81) angibt. Subtrahiert man sodann 
das Quadrat der ersten Summe von der zweiten Summe, so er- 
hält man nach Division mit 4m das durch ^(^,(f) zu bezeichnende 
Mittel der Abweichungsquadrate aus der Gleichung 

m»e(^,(y)» 2(w - l)(2m - 3)^(^,(1)« 

+ (m - l)(m - 2)[I] + (m - l)[n], 

[I] = £(2^20) — 2e(Q2a)B{^0) — 2€(2^0)f(Oö) + SB^Qt^Y 

~ 2B{Q0)e(i^O)s(Oa) + s{Q0)i(02c) + £(2^0)€(0tf), ^ ^^ 

[n] — €(2^2tf) + 2£(^2ö)«(pO) — 2c(2^0)£(Oö) 
+ £(2^O)£(O2<y)) + 2£(^0)», 

wo die über n und A, fi und v, a und ß, y und ^ erstreckten 
Summen durch die c -Werte ausgedrückt worden sind. 

Demnach ist der auf induktivem Wege (durch Ziehen ein- 
zelner Kugeln) festgestellte Wert ^(q^o) der Repräsentant der 
Mannigfaltigkeit 

(l-l/fn)j(Q,a)±Qiif,a) (84) 

Man findet schließlich die von den Werten /1'(x^a) und 
J'\q^I) repräsentierten Mannigfaltigkeiten mit Bücksicht darauf, 
daß jene Werte den Formeln (72) und (73) zufolge in linearer 
Form von den e(x,(r) und e(^;A) abhängen, bestinmit durch 

WO die mittleren quadratischen Abweichungen Q'(%,a) und Q"((fyX^ 
durch 
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'*e'(»,tf)*«{«(l;2<r)-«(l;tf)»}:a;(l) + -.. 

+ {€(*— l;2ö)—f(K—l;a)»}:ic(x—l) 

+ (r-l)«{e(x;2a)-€(K;<y)»}:a;(x) 

+ {€(x+l;20)-€(x+l;a)»}:x(x + l) + ...; ^^^^ 

(86) 

«*«"(M)*=-{*(2^;i)-«((>;i)M:Ki) + -- 

+ {€(29;A-l)-€(p;A-l)«}:y(X-l) 

+ (5-l)«{e(2^;A)-f(9;A)«}:y(A) 

+ {«(2^;;i+l)~«(^;A + l)«}:y(X + l) + ... 

definiert werden. 

Das biemach sich darbietende Resultat läßt sich wie folgt 
zQsammenfassen : 

Ist die Anzahl der in Betracht eu ziehenden Formen von a 
oder von h größer als zwei^ so daß die Abhängigkeit durdi das 
System der (r— 1)(ä— l) Werte *(xA), Ä'(xA) oder d'\%X) be- 
stimmt wird, so kann man anstelle dieser Werte die durch (70), 
(72)» (73) definierten Werte J(qjC)j -i^'(x,tf) oder J"{q^i) zur 
Beurteilung der Abhängigkeit wählen. Die bei induktiver Wahr- 
seheinlidikeüsbestimmung von diesen Werten repräsentierten Mannig- 
faltigkeiten werden durch (84) und (85) angedeutet. 

Es ist aber im Auge zu behalten, daß yerschiedene Formen 
Tollkommener Abhängigkeit möglich sind. Man wird darum fCLr 
die gerade in Betracht kommende Form den bei vollkommener 
Abhängigkeit sich ergebenden Wert Jq{q,ö\ z/q(x,(t) oder ^^(fi^l) 
neben dem aus den Beobachtungen resultierenden Wert J{j^^(s\ 
J'(x,0) oder .^"(^jX) zu bestimmen haben, um, wofern jene Werte 
Ton Null verschieden sind, in dem Quotienten 

J{ff,9)'.Jt{fl,6); ^'(«,<T)://^(»,ff); //"(p,i):<(?,i) (8?) 

ein Maß für die Annäherung an die betreffende Form voUkonunener 
Abhängigkeit zu erhalten. 

Ist z. B. r — 1 5; o^ — öq = 6^ — 6q, a^ — ^o "^ ^s — ^o» • ■ • 
df — Oq — 5y — Öq und treten von allen r . r möglichen Kombi- 
nationen bloß die f Kombinationen («x^i), (oj^^j), {p^b^,,,{a^b^ 
auf, so ist fOr diesen ganz besonderen Fall vollkommener Ab- 
hängigkeit, wie aus dem Anblick von (65) folgt, 
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Geht man nan von den Werten e(^<y) zu den durch die Gleichung 

definierten Mittelwerten 5 , f^+^^o» *o,D + <y *l'>ör, so erhftlt man 

oder, wie man der Symmetrie wegen schreiben kann 

Es wird somit, wenn auch B(fi) = 4» *W "= *S gesetzt wird, 

Es ist aber fOr geradzahlige Werte ^ + tf, da weder q noch (T 
gleich Null anzunehmen ist^), 

so daß Jq^q^o) stets positiv und von Null verschieden ist. Man 
erhäU dc^ in diesem besonderen FäUe für geradeahUge q + (f 
in dem QuoUenkn 

ein Maß der Abhängigkeit 

Werden die Ausgangswerte Oq und &o der Abweichungen 
% — ^0 ^"^^ K ~~ ^0 ^° Übereinstimmung mit (74) so bestimmt, 
daß «IQ =» «01 = 0, so gelangt man fflr ^ — tf ■=» 1 zu dem Werte 

^(l,l):^o(l,l)-«?.,:e,^«o4=«(ll):V{«(20M02)). (90) 



I) In den Untersuchungen „Die Theorie der EoUectivgegenstände'^ 
(im lyten Bande der von Wukdt herausgegebenen Philosophischen 
Studien; S. 141 des Separatabdrucks; 1902) leite ich Eigenschaften der 
£ -Werte ab, aus denen sich ergibt, daß in der Reihe Cj«, £,0, e,o« 

«4 0- • • ^Mid ebenso in der Reihe s^^^ e^j , , f^ s 1 *o 4 jedes Glied 

mit geradzahligem Index größer ist als jedes der vorangehenden Glieder. 
Es ist nämlich 

0<«1<*«<*«< 

*J<*i: *J<*!; *?<'!; 

wenn «^q ^^d «q^ durch f^ vertreten wird. 
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Es ist dies der tob Peasson^) auf Grand einer Formel von 
BbATAis') eingef&hrte und als ausschließliches Maß der Abhftngig* 
keit betrachtete ,^orrelationskoe£Qnent'^ 

Ib Die Svkzessieiei ier a^ ud der hi ffir Yonebiander «nabliftiigige 

Merkmale a und h. 

Es ist denkbar, daß man beim Beobachten der Merkmale a 
and h nicht die jeweils auftretenden Formen a^ und hj^ selbst 
feststellen, sondern nur je zwei beobachtete Falle miteinander 
▼ergleichen und auf Grund des Vergleichs angeben kann, ob die 
a, und die bj^ im gleichen oder im entgegengesetzten Sinne sich 
indem. Man hat alsdann, wenn das ümenschema zugrunde ge- 
legt wird, anzunehmen, daß man beim Ziehen der Kugeln aus 
der üme nicht die Zeichen a^ und ^^ jeder einzelnen Kugel fest- 
stellen, sondern bloß f&r je zwei gezogene Kugeln angeben kann, 
ob der Übergang Ton der einen zur anderen ein Aufsteigen oder 
ein Absteigen innerhalb der Beihe o^, a^.,,a^ und der Reihe 
6| , &2 * - * ^« beding^. 

So kann man beispielsweise von den Schülern einer Klasse 
zwar im allgemeinen sagen, ob der eine in diesem oder jenem 
ünterrichtsfache besser sei als der andere, und man kann demge- 
mAß eine Bangordnung herstellen. Man kann aber nicht angeben, 
um wie viel der eine besser ist als der andere, da man keine 
Einhsitsleistung als Maßstab zugrunde legen und überdies die 
Leistangen der einzelnen Schüler nicht als Summen von Ein- 
heitaleistungen auffassen kann. Denn wollte man auch etwa die 
Anzahlen der Fehler einer schriftlichen Prüfungsarbeit als Maß- 
stab zognmde legen, so müßte man doch zugeben, dai^ die ein- 
zelnen Fehler in der Regel nicht gleichwertig sind. 

Hat man nun n Kugeln gezogen, so kann man sie bezüglich 
des Merkmals a geordnet denken, der Art, daß der Übergang von 
der einen Kugel zur nächsten niemals ein Zurückgehen in der 
Bdhe Oj, Og, Og . . . a^ zur Folge hat. Es fragt sich alsdann, wie 
aos der Reihenfolge der zugehörigen h^ auf die Abhängigkeit oder 
Unabhängigkeit der Merkmale a und h geschlossen werden kann. 
— Eben dieselbe Frage erhebt sich, wenn die Kugeln in r Urnen 



I) In der erwähnten Abhandlimg; S. 264. 

3) Snr les probabilit^s des erreuxs de Situation d*un point. M^- 
moires pr^aentäs ü, Tlnstitat de France; 3d. 9; S. 272, 279. 



30 GoTTL. Fbixdr. Lippb: 

Ol, Oj, ^3 ... a^ verteilt sind und somit Yon yomberein in der 
Reihenfolge (^i^ o§, ci^ "- ^r g^^g^n werden können. Ein Unter* 
schied besteht nur insofern, als man im zweiten, nicht aber im 
ersten Falle das Auftreten yon Kugeln einer und derselben Stufe a^ 
vermeiden und das Fortschreiten innerhalb der Beihe €tiya^^a^...a^ 
willkürlich bestimmen kann. 

Ist eine einzige Urne vorhanden und bezeichnet man die 
Wahrscheinlichkeit für das Auftreten der Kugel (a^h^ durch 
fr(xil), so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Beihe nach 
die n Kugeln 

gezogen werden gleich 

w(aß),w(yä),w(€ti) ... (91) 

Sind hingegen r Urnen a^^ a^, a^ ... a^ vorhanden und bezeichnet 
man die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten einer Kugel (a^^i) 
in der Urne a^ durch ti(xX), so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß eben dieselbe Reihe von Kugeln gezogen werde, gleich 

u(aß).u(yd).u(eri)... (92) 

Nun ist bei Unabhängigkeit der Merkmale a und h für be- 
liebige Indices x und X, fi und v auf Grund von (31) 

und auf Orund von (32) 

u(»l) . u(^ v) — u(»v) . u(fik). 

Demgemäß bleiben die Werte der Produkte (91) und (92) un- 
verändert, wenn die Indices der Reihe «,/,€,... oder die Indices 
der Reihe |3, ^, i|, ... beliebig miteinander vertauscht werden. 
Dies bedingt aber eine entsprechende Permutation der Glieder in 
der Reihe a„, a^, a,, . . . oder in der Reihe h j &^, h j . .. 

Da die Wahrscheinlichkeitswerte nichts anderes als relative 
Häufigkeitswerte sind, so gewinnt man hieraus die Erkenntnis: 

Sind die Merkmale a und b utKibhängig voneinander^ so wird 
beim Ziehen von n Kugeln jede aus der Beihe 

durch Permutation der a„, a^, a,, . . . oder der 6^, 6^, b , ... Act-- 
vorgehende neue Beihe mit derselben Häufigkeit auftreten. 

Beim Betrachten der \/fn(n — l) Kugelpaare, die sich aus 
den n Kugeln einer einzelnen Reihe bilden lassen, kann man aber 
nur feststellen, ob für die Kugeln jedes einzelnen Paares mit dem 
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Torwftrts- oder Bückwftrtsgehen innerhalb der Reihe a^ , o^, o, . . . a^ 
ein Vorwärts- oder Rückwärtsgehen innerhalb der Reihe h^^b^y 
^ . . . 6^ yerknQpfb ist. Erfolgt hierbei der Übergang von einem 
Gliede zum anderen innerhalb jeder der beiden Reihen im gleichen 
Sinne, so soll das betrachtete Paar mit dem Zeichen -f > erfolgt 
der Übergang im verschiedenen Sinne, so soll es mit dem Zeichen 
— notiert werden. Stimmen hingegen die beiden, einem Paare 
angehorigen Formen von a oder von b miteinander überein, so 
dafi weder ein Yorwärts- noch ein Rückwärtsgehen innerhalb der 
Beihe o^» Oj, o, . . . a^ oder b^^b^^b^ ..,b^ festgestellt werden kann, 
so soll das Paar sowohl mit dem Zeichen -f als auch mit dem 
Zeidien — , wo jedes halb zu rechnen ist, notiert werden. Auf 
diese Weise erhält man den %f^{n — 1) Kogelpaaren entsprechend 
i Vorzeichen + und Je Vorzeichen — , wo 

i + Ä - y,n(n - 1). (93) 

Bildet man nun alle Permutationen der a^, a^, ^t) • • • ^^^^ ^^^ 
h^j b^j &,..., so ergeben sich andere und andere Anzahlen t und k 
der Voizeichen + und — . Man findet so, dafl die Anzahlen « 
der -{- Zeichen mit den Werten 

0,1,2,3...%<^-1) 
in den relativen Häufigkeiten 

auftreten, so daß, wenn 

Ä «0.c^ + l.Ci + 2.Cg + ... + %n(«-l).o^^(^^i) 

B«-0^eo + l^c, + 2^e, + ... + e^n(n-l))^c^,(,.,) 

gesetzt wird, die Mannigfaltigkeit aller i -Werte durch 

^ ± «, (94) 

wo A das arithmetische Mittel und Q die mittlere quadratische 
Abweichung bezeichnet, sich darstellen läßt. In entsprechender 
Weise ist die Mannigfaltigkeit aller X; -Werte durch 

VX«-1)~^±« (95) 

darstellbar. 

Um A und Q zu berechnen, definiere ich durch die Gleichung 
(n— x+ l)9x("! ** 1 + exp { M } -f exp { 2w } H h exp { (n— «)ti } (96) 
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die Funktion <p^iii) und setze 

f(u)«9i(u).yj(u).9,(u)-..9„(u). (97) 

Dann erhält man durch Entwicklung nach Potenzen von 
exp(ie), wie man sich leicht überzeugt, 

/*(«*) = ^o + ^iexp{w} + c,exp{2u}H 

+ ^i.(«-i)exp{%n(n-l)t*}, ^^ ^ 

so daß 

f(0) - 1; r(0) - A; r(0) - B; t"(0) - {/^(O)}» - Q*. 
Es ist aber 

r(u):f(«)-^{y»:V»}, 

X 

/"(«) : r(«) - { /"(«):/•(«) } » =- ^[y^W :v,(<») - { <P» • vM } *], 
woraus mit Rücksicht auf die Relationen 
V'M : y,(0) ■= ^_^^ (1 + 2 + • • • + (n- X)) = i-(« - x) 

9';(0):9',(0) - -;^3^(l*+2*+ •••+(«-x)») -4-(«-k) (2«-2i.+ l) 

die Werte 

Ä^f{Oy.m^\n{n-iy, (99) 

e*-r(0):/'(0)-{r(0):A0)}*-VT8n(n-l)(2n+5) (loo) 

sich ergeben. 

Man gelangt so zu folgendem Resultat: 

Sind die Merkmale a und h voneinander unabhängig, und 
werden in unbegrenster Wiederholung je n Kombinationen 

beobachtet, so treten im Durchschnitt aUer Fälle 

^«y^n(n— 1) 

gleichsinnige und ebensovide entgegengesetzt gerichtete Sukzessionen 
der a^ und der bi auf, wobei die mittlere quadratische Abweichung 
der in den einzelnen Fällen sich ergebenden Anzahlen von Sukzes- 
sionen der einen oder der anderen Art durch 

e- Vi«V{2«(«-l)(2n + 5)} 
angegeben wird. 

In der Abweichung von diesen Zahlenwerten tut sich die 
Abhängigkeit der Merkmale a und b kund. 

Draokfertig erkUrt G in. 1905.] 



SITZUNG VOM 6, FEBRUAR 1905. 

Nachdem in einer unmittelbar vorhergehenden außerordentlii^ten 
gewteinsawien Sitzung beider Klassen Herr Professor Dr. Rabl zum 
ordentlichen Mitglied der Gesellschaft aufgenommen war, erfolgte die 
Mitteilung verschiedener eingegangener Dankschreiben. 

Vorlage von schenkungsweise eingegangenen Schriften. 

Mitteilungen aus dem Protokoll der letzten Wiener Eartellversamm- 
long: mit dem Druck der chemischen Kristallographie wird in nächster 
Zeit begonnen werden, und fOr die nächste Konferenz Über die mathe- 
matische Encyklopädie ist der Leipziger Kartelltag in Aussicht ge- 
nommen. 

Vorträge: 
Herr Sibopsied, a. o. M.: Über eine neue Reaktion amphoterer Körper. 
Herr Cmm, o. M. : Über ein noch zu erforschendes unterseeisches Korallen- 
riff im zentralen indischen Ozean. 



SITZUNG VOM 27. FEBRUAR 1905. 

Geechftilliche Mitteilungen. 
Herr Fischkr, a. o. M., trägt yor: Ober die Bewegungsgleic^nngen 
räumlicher Grelenksysteme; die Arbeit wird in den Abhandlungen 
erscheinen. 



Hath -phT*. KlMM IMS. 



Eine nene Beaktion amphoterer EOrper. 

Von 
M. Siegfried. 

Die Natrium- oder Barymnsalze der Amidosfturen der Gljko- 
kollreihe reagieren stark alkalisch und sind nach unseren heutigen 
Kenntnissen stark hydroljsiert ^) Deshalb sollte man erwarten, 
daß Eohlensfture in der Mischung gleicher Volumina o,i normaler 
Gljkokolllösung und o,i Barjthydratlösung sofort einen Nieder- 
schlag von Baryumcarbonat erzeugt Dies ist jedoch nicht der 
Fall. Die Lösung bleibt ganz klar; erst nach einiger Zeit trübt 
sich die mit Kohlensäure gesättigte Lösung und scheidet allmählich 
Baryumcarbonat ab. Durch Erhitzen der Lösung wird diese 
Ausscheidung sehr beschleunigt. 

Die weitere Verfolgung dieser Beaktion hat zu dem Er- 
gebnisse geführt, daß hierbei fast quantitativ Salze der Carbamino- 
säuren von dem Typus: 

E — NH— COOH 

COOH 

entstehen. Diese Säuren sind ebenso wie ihre Salze bisher un- 
bekannt, während der Äthylester der Garbaminoessigsäure oder 
Glykokollcarbonsäure zuerst von Hantzsch und Metcalf^) als 
ürethanessigsäure beschrieben worden ist. Die Ester solcher 
Carbonsäuren sind in neuerer Zeit wiederholt von E. Fischer 
dargestellt und synthetisch verwendet worden. 

Die Art der Büdung der Carbaminate durch Addition von 
Kohlensäure in wässriger Lösung bei gewöhnlicher und auch bei 



i) E. WiNKxLBLBGH Zeitschr. f. physik. Chemie Bd. 36 p. 546. 
2) A. HAnrsBOH und W. Y. Metcalf, Ber. d. deutschen ehem. Ges. 
Bd. 29 p. 1682. 
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Körpertemperatur, dürfte, wie ich unten zeigen werde, uns zu- 
neuen Vorstellungen über das physiologische Verhalten der Kohlen- 
saure bringen. 

1. Versvehe, welehe leigei, daB aus amphoteren AMidokSrpen darek 
Aafkali«« voi KoUeBsftiure oder Einwirkiuig von AlkalicarkeBatea 

Carkaminate entstehen. 

1. Werden z. B. lo ccm einer o,i normalen GlykokolUösung 
mit lo ccm o,i normal Barjrtwasser und i Tropfen Phenol- 
phtaleinldsung vermischt und mit Kohlensäiire gesättigt (15® T.), 
so yerschwindet die alkalische Farbe, die Lösung bleibt ganz klar. 
Nach weiteren 3 Minuten beginnt schwache Trübung, nach 3 
Standen hat sich Baryumcarbonat als Bodensatz ausgeschieden. 
Eine filtrierte Probe gibt beim Kochen noch starke Absoheidung 
Ton Barjumcarbonat. Bei mehreren dieser Versuche wurde der 
sieh, ausscheidende Niederschli^ untersucht und als reines Barjum- 
carbonat erkannt. 

2. Sättigt man die Mischung von 20 ccm 0,1 normaler 
Olykokolllösung und 20 ccm 0,1 normal Barytwasser mit Kohlen- 
säure und setzt weitere 5 ccm Barytlösung hinzu, so entsteht 
kein Niederschlag, auch nicht bei weiterem Einleiten von Kohlen- 
säure. Man kann abwechselnd Barytlösung und Kohlensäure zu-, 
setzen, bis nahezu 2 Volumina Barytwasser auf i Volum Olykokoll- 
lösung konmien. 

Hieraus geht hervor, daß Olykokoll und Kohlensäure 2 Äqui- 
valente Ba binden. 

3. Ähnliche Versuche wurden mit Natronlauge an Stelle des 
Barytwassers angestellt. Durch Zusatz von Baryumchlorid oder 
Barytwasser warde auch hier die Bindung der Kohlensäure durch 
Glykokoll in nicht ionisierter Form erkannt. 

4. In mehreren Versuchen wurde die Menge der gebundenen 
und beim Kochen als BaCOg abspaltbaren Kohlensäure bestimmt. 

a) 20 ccm 0,1 normaler Olykokolllösung mit 40 ccm 0,1 
normal Baiytwasser in Eiswasser gekühlt, mit CO^ gesättigt, dazu 
kaltes konzentriertes Barytwasser, abgesaugt, das Filtrat in be- 
deckter Flasche gekocht, das ausgeschiedene BaCOg filtriert und 
als BaS04 bestimmt. Es wurden erhalten: 0,3614 gr. BaS04. 

b) 20 ccm o, I norm, in Alaninlösung ebenso behandelt. Er- 
halten: 0,3607 gr. BaS04. 

c) 20 ccm 0,1 normaler Olykokolllösung mit nur 10 ccm 

8* 
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o,i normal Barytwasser, Eohlensftore eingeleitet, überschüssiges 
konz. Barytwasser etc. Erhalten 0,3757 gr BaSO^. 
Da 20 ccm 0,2 norm. BaS04 0,466 gr entsprechen würden, nähern 
sich die gewonnenen Zahlen dem theoretischen Werte Ton 2 Äqui- 
valent Ba etwa gegen 80 ^o* Dabei ist anzunehmen, dafi bei 
Zusatz des überschüssigen konzentrierten Barytwassers bereits ein 
TeU der Verbindung unter Abspaltung von Ba C 0^ bis zur Erreichung 
eines gewissen Gleichgewichtes zersetzt wird« Es ist aber zu berück- 
sichtigen, dafi die erhaltenen Werte mit einem geringen Fehler 
behaftet sind, da bei den Versuchen eine Au&ahme von Kohlen- 
säure aus der Luft nicht völlig zu vermeiden ist 

5. Dafi auch bei Körpertemperatur die Beaktion vor sich 
geht, zeigen folgende Versuche: 

Im Ostwaldschen Thermostaten wurden bei 37^ 0,1 norm. 
Lösungen von Glykokoll, Alanin, Asparagin mit Kohlensäure unter 
zeitweisem Zusätze von etwas Kalkmilch gesättigt. Zuletzt wurde 
noch Kalkmilch und etwas kristallisiertes, gefälltes, Calciumcarbonat 
zugegeben, geschüttelt und filtriert Die Filtrate gaben sämtlich 
beim Kochen starke Niederschläge von Calciumcarbonat. Ln 
Thermostaten trübten sich die Filtrate und hatten nach 16 Stunden 
sämtliches durch Kochen abspaltbares Calciumcarbonat abgeschieden. 
In einem blinden Versuche wurde Wasser mit derselben Kalkmilch 
unter gleichen Umständen mit Kohlensäure behandelt; das Filtrat 
gab keine Spur von Trübung beim Kochen. 

Die bisher mitgeteilten Versuche geben keinen Au&chlufl, 
ob die Bildung der Carbaminosäuren durch Addition von an- 
hydrischer Kohlensäure CO, geschieht: 

R - NH, + COj-R-N-H- CO^H 

oder ob diese Beaktion eine Beaktion der Kohlensäureionen ist. 
Da, wie die folgenden Versuche zeigen, die Salze der Carbamino- 
säuren auch durch Einwirkung von Natriumcarbonat auf die 
Aminosäuren entstehen, verläuft sie nach folgenden Gleichungen, 
von denen die erstere die wahrscheinlichere ist: 

L R - NHj- 0H'+ COjH'H« RNH • COO'H + 2H,0 

II R - NH, -f COjH'H- =. R - N - H - COO'H + H,0. 

i) 50 ccm 0,1 norm. Glykokolllösung mit 15 ccm 0,2 norm. 
Natriumcarbonat 14 Stunden bei Zimmertemperatur stehen gelassen. 
Dann wurden je 20 ccm der Mischung in kaltes Barytwasser ein- 
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getragen, abgesaugt gekocht und das gebildete Baryumcarbonat 
auf Nenbauerschen Platintiegelii abgesaugt. Es wurden erhalten: 

a) 0,0639 gr BaCOj = 32,57o 

b) 0,0592 „ „ « 30,0 „ 

c) 0,0634 „ „ = 32,2 „ 

d) 0,0669 w « •=- 33>9 w 

Diese Werte sollen lediglich an Stelle des qualitativen Nach- 
weises beweisen, daß die Reaktion zwischen Glykokoll und 
Natrimncarbonat stattfindet, aber keineswegs absolute Zahlen zur 
Beurteilung des Reaktionsverlaufes abgeben. 

2) Die Mischung von 225 ccm 0,1 norm. Glykokolllösung 
und 225 ccm 0,2 norm. Na^OOg wurde 18 Stunden im Zimmer 
gelassen. Hierauf wurde die in Eiswasser gekühlte Mischung 
mit 150 ccm kalt gesattigten Barytwassers vermischt und filtriert. 
Eine Probe des Filtrates gab auf Zusatz von mehr Barytwasser 
keine Tr&bung beim Koohen, jedoch starke Abscheidung von BaCO,. 
Tom Filtrate wurden 400 ccm im Kohlensäurebestimmungsapparate 
unter Zusatz von Schwefelsäure und Absorption der Kohlensäure 
mit Natronkalk verwendet. Es wurden erhalten: 

0,1720 gr = 25,9 7^,. 

3) 200ccm Glykokolllösung, 200ccm NaiCO^-Lösung, i50ccm 
Barytwasser. Vom Filtrate 500 ccm genonmien. Zusatz: Weinsäure; 

Gefunden: 0,2121 gr CO^ = 26,570- 

4) 250 ccm 0,1 norm. Alaninlösung. 250 ccm 0,2 normal 
Na^COjy 200 gr Barytwasser. Vom Filtrate genonmien: 400 ccm. 
Zusatz: Schwefelsäure. 

Gefunden: 0,0841 gr CO3 — I3f0 7o- 

5) 200 ccm Alaninlösung. 200 ccm NaiCO^-Lösung 150 ccm 
Baiytwasser. Vom Filtrate genommen: 470 ccm. Zusatz: Wein- 
säure. 

Gefunden: 0,0862 gr COg — n»4 7o- 

In allen Versuchen war eine Probe des Filtrates mit Baryt- 
wasser auf Abwesenheit von Carbonaten geprüft worden. 

Die Reaktion wurde bis jetzt bei folgenden amphoteren 
Amidokörpern sowohl bei Gregenwart von Natronlauge als Baryt- 
hydrat und Kalkwasser geprtlft imd bestätigt gefunden: 

GlykokoU, i- Alanin, 1-Leucin, Sarkosin, Phenylgiykokoll, 
Asparagin, Asparaginsäure und Glutaminsäure. 
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IL Isoliermg der Kalksalze toi CarlwMiBOSftareD. 

Zur Darstellung der Kalksalze der Carbaminosfturen werden 
die wässerigen Lösungen der Aminostturen unter Kühlung mit Eis- 
wasser mit Kohlensäure gesättigt; zu der Lösung wird dann 
einigemale abwechselnd Kalkmilch, die sich zunächst auflöst, und 
Kohlensäure gegeben. Zuletzt wird noch Kalkmilch und kristalli- 
siei-tes, gefälltes Calciumcarbonat gegeben, geschüttelt und filtriert. 
Das völlig klare Filtrat wird mit gekühltem Alkohol bis zur 
starken Trübung versetzt. Es scheidet sich das Kalksalz in 
äußerst kleinen kristallinischen Kömchen aus, oft sehr volunimös; 
namentlich das Kalksalz der Carbalanins ist sehr voluminös. Die 
ausgeschiedenen Kalksalze werden abgenutscht, zunächst mit der 
Konzentration der Mutterlauge entsprechend verdünntem Alkohol, 
dann mit absolutem Alkohol und Äther gewaschen, eventuell wieder 
in Wasser gelöst. und durch Alkohol abgeschieden. Nachdem die 
Salze im Eisschranke über Schwefelsäure im Vakuum, unter öfterer 
Erneuerung der Schwefelsäure scharf getrocknet waren, wurden 
sie zur Analyse bei loo^ getrocknet, wobei die trockenen Salze 
nicht zersetzt werden. Alle dargestellten Kalksalze waren leicht 
in Wasser klar löslich; beim Erwärmen trübt sich die Lösung 
und scheidet schließlich reichlich Calciumcarbonat ab. Die Kalk- 
salze sind die neutralen Salze der zweibasischen Carbaminosäuren 
und besitzen die Formel: 

R — N — H-COO 

COO-Ca 

Carbaminoessigsauxes Calcium (Olykokollcarbonsaures 
Calcium) 

CHg-NH-COO 

COO — Ca 

L 0,1924 gr S. g. 0,1233 CaCOj und 0,1666 gr CaSO^, 
IL 0,2915 gr S. g. 21,9 ccm 12^ 756 mm Bar.^) 

Gefunden: > Berechnet: 

Ca 25,63; 25,45% 25,46% 

N 8,95 7o 8,94 % 



1) Diese N-Beetimmung verdanke ich Herrn Kollegen Fr. Hofmakn. 
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Carbaminopropionsaures Calcium (i-AlaDincatbonsanres 
Galdum) 

CH3 



CH-NH-COO 

I 
COO-Ca 

5 gr i-Alanin in 100 ccm Wasser gelöst etc. Ausbeute 6 gr. 

I. 0,3715 gr S. g. 0,2908 gr CaSO^," 
n. 0,3075 gr erf. 18,6 ccm 0,1 norm. S. 

Oefunden : Berechnet : 

Ca 23,00 7o 23,37 7,, 

N 8,47% 8,21 0/,. 

Carbaminoisocapronsaures Calcium (1-Leucincarbon- 
saures Calcium) 

(CHj), . CH . CH, . CH - NH - COO 

COO — Ca 
2,5 1-Leucin in 100 ccm Wasser gelöst etc. Ausbeute: 2,9 gr. 
I. 0,2354 gr G. g. 0,1516 gr CaSO^, 
n. 0,3132 gr erf. 13,7 ccm 0,1 norm. S. 

Oefunden : Berechnet : 

Ca 18,93 7o 18.77 7o 

' N 6,13% 6,59 7o- 

Carbomethjlaminoessigsaures Calcium (Sarkosincar- 

bonsanres Calcium) 

C^HjNO^Ca 

2 g * Sarkosin in 100 ccm Wasser. Ausbeute: 2,2 gr. 
I. 0,2502 gr S. g. 0,1967 gr CaSO^, 
n. 0,3270 gr erf. 18,8 ccm 0,1 norm. S. 

Gefunden: Berechnet: 

Ca 23.05 7o 23.37 7o 

N S,02% 8,21 7o. 

Carbophenjlaminoessigsaures Calcium (Fhenjlgljko- 

kollcarbonsaures Calcium) 

CjHyNO^Ca 
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5 gr* PhenjlglykokoU in loo ccm Wasser gelöst. Ausbeute 
weniger als i gr. 

I. 0,1907 gr 8. g. 0,11 19 gr CaS04, 
n. 0,2714 gr verb. 1 1,4 ccm 0,1 norm. S, 

Gefunden : Berechnet : 

Ca 17,25 7o '7,i6% 

N 5M% 6,02%. 

Es bilden also nicht nur prim&re, sondern auch sekundäre 
Aminosäuren durch Anlagern von Kohlensäure Aminocarbonsäuren. 

III. Biidoig voi Kohleisäare durch Peptoi aid ElweiB. 

Die Peptone sind Amidosäuren, und zwar solche, bei denen 
die sauren Eigenschaften überwiegen. Durch die Resultate, welche 
Herr W. Neumann durch Leitfähigkeitsbestimmungen erhalten hat 
und demnächst veröffentlichen wird, wird bewiesen, daß im Pepsin- 
fibrinpepton a auf 3 H- Ionen 2 OH -Ionen kommen. Bisher war 
die Größe des Salzsäurebindungsvermögens von mir nur für die 
Fleischsäure ^) bestinmit worden. Herr Neumank hat jetzt dieselbe 
Oröße fllr das mit dieser identischen durch tryptische Verdauung 
aus Fibrin dargestellte Antipepton a gefunden. 

Für die biologische Bedeutung der organischen Bindung der 
Kohlensäure ist vor allem das Verhalten der reinen Peptone 
wichtig, da sie dem Eiweiß viel näher als die einfachen Amido- 
säuren stehen und doch übersehbare, reine Substanzen sind. Bis 
jetzt wurde das Pepsinfibrinpepton a imtersucht. 

Dieses Pepton verhält sich gegen Kohlensäure bei Oegenwart 
von Barythjdrat oder Kalkhjdrat oder Natronlauge genau wie 
die einfachen Amidosäuren. 

Wurden zu 5 ccm einer Lösung dieses Peptons, welche 0,8643 gr. 
Pepton in 50 ccm enthielt, 20 ccm 0,1 norm. Barjtwassers gegeben 
und gekocht, so blieb die Lösung völlig klar. Wurden jedoch in 
die Mischung von 5 ccm. PeptonlÖsung und 20 ccm 0,1 norm. 
Barjtwasser Kohlensäure eingeleitet, die Lösung nach Zusatz über- 
schüssigen Barytwassers filtriert, so schied das Filtrat beim Kochen 
reichlich Barjumcarbonat ab. Entsprechend verhielt sich die 
PeptonlÖsung gegen Kohlensäure und Kalkmilch. 



i) M. Siegfried, Zeite<^ f. phj^iol. Chemie Bd. 21, p. 368. 
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Auch hier bewirkt Natriumcarbonat dieselbe Reaktion: 200 ccm 
einer 2 ^/^ igen neutralisierten Peptonlösung wurden mit 200 ccm 
einer 0,2 normalen Na, OOg-Lösung vermischt; anderntags 150 ccm 
kalt konzentriertes Barjtwasser dazugegeben und filtriert. Eine 
Probe des Filtrates zeigte auf Zusatz von mehr Barytwasser keine 
TrCibung, beim Kochen aber starke Abscheidung von Barjum- 
carbonat. 5 00 ccm des Filtrates lieferten im Eohlensäurebe- 
siinmiungsapparate nach Zusatz von Weinsäure 0,1230 gr. CO^. 

Aus der Lösung von 6 gr. dieses Peptons in 20 ccm. Wasser 
Würde in derselben Weise wie bei den Amidosäuren ein Ealksalz 
dargestellt, das völlig klar im Wasser löslich war und beim Er- 
hitzen reichlich Calciumcarbonat ausschied. Obgleich die Analysen 
nahe auf die Formel (C|j| Hj^ N^ 0^^^), Ca,, welche bedeuten würde, 
dafi auf I Äquivalent-Pepton, das der Formel C^^^ H34 N^ O9 ent- 
spricht, I Mol. CO2 käme, stimmten, will ich die Entscheidung über 
die Znsammensetzung des Produktes für eine spätere Mitteilung 
verschieben. Nor das ist sicher bewiesen, daß Pepsinfibrinpepton 
a bei Gegenwart von Kalk oder Barythydrat mit Kohlensäure ebenso 
wie das Pepton mit Natriumcarbonat ein Carbopeptonat bildet. 

Ebenso verhielt sich kristallisiertes Semma]bumin. Das Serum- 
albumin, aus Pferdeblut dargestellt, war kristallisiert und um- 
kristallisiei-t, bei Gegenwart von Chloroform 18 Tage in stark 
fließendem Wasser und schließlich gegen destilliertes Wasser bis 
Mm Verschwinden der SO^-Reaktion dialysiert. Die klar filtrierte 
Lösung enthielt nach der Stickstoffbestimmung 0,45 ^q Eiweiß. 

200 ccm dieser Eiweißlösung wurden in Eiswasser mit Kohlen- 
säure gesättigt, dann Kalkmilch zugegeben, wieder Kohlensäure 
eingeleitet und zuletzt nochmals Kalkmilch und kristallisiertes 
Calciumcarbonat zugefügt Nach Schütteln wurde scharf zentri- 
fugiert. Aus der abgehobenen Flüssigkeit, in welcher sich durch 
das Mikroskop kein Calciumcarbonat erkennen ließ, wurde im 
Eohlensäurebestimmungsapparate mit Weinsäure die Kohlensäure 
ausgetrieben. Erhalten wurde durch Absorption mit Natronkalk 
nach Zusatz von Weinsäure 0,1857 gr. CO^. Dies Ergebnis spricht 
deutlich für die Fähigkeit des kristallisierten Serimialbumins, 
Kohlensäure bei Gegenwart von Kalkhydrat in nicht jonisierter, 
organischer Form zu binden. 

Allerdings kann man den Einwand machen, daß hier Calcium- 
carbonat coUoid in Lösung gehalten ist. Es liegt hier wieder 
ein Fall vor, bei dem eine Frage das Eiweißmolekul betreffend 
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kaum ganz einwandfrei durch das Experiment mit dem Eiweiß 
selbst beantwortet werden kann; bei dem der Analogieschluß ans 
den Besultaten, welche mit den einfachen, dem Eiweiß ähnlichen 
Amidosäuren und vor allen den Peptonen gewonnen werden, viel 
beweisender ist als das positive Ergebnis, das das Eiweiß selbst 
liefert. 

Es wurden femer mehrere Versuche mit Pferdeserum ange- 
stellt. Das mit Kohlensäure und Kalkhjdrat behandelte, mit 
Kalkmilch und kristallisiertem Calciumcarbonat geschüttelte Serum 
wurde zentrifugiert und filtriert; auch hier wurden st-ets reichliche 
Mengen Kohlensäure nach Erwärmen mit Weinsäure erhalten. 

IV. Binden amphotere Amidokörper aach ohne Gegenwart tob Alkalien 

oder Erdalkaliei Koklensänre? 

Bei den einfachen Amidosäuren der GljkokoUreihe deckt 
sich die Frage, ob auch die freien Säuren Kohlensäure zu binden 
imstande sind, mit der Frage der Beständigkeit der freien Carba- 
minosäuren in wässriger Lösung. 

Bei den Peptonen und Eiweißkörpem, sowie den Amidosäure- 
amiden, ist es wahrscheinlich, daß die Neutralisation der Carboxjl- 
gruppen durch basische Oruppen des Moleküls selbst, durch 
Säureamidgruppen erfolgt; daß also auch ohne Gegenwart yon 
Alkalien oder Erdalkalien durch Kohlensäure nicht Carbamino- 
säuren selbst, sondern deren Salze entstehen. Bei Gemengen von 
Eiweißstoffen, wie im Blute, liegt noch die Möglichkeit vor, daß 
ein anderer, basischer Eiweißkörper die Neutralisation der durch 
Kohlensäure gebildeten Carboxylgruppen übernimmt. 

Die Versuche, welche ich bisjetzt über diese Frage angestellt 
habe, lassen erkennen, daß bei Körpertemperatur Carbaminoessig- 
säure in wässriger Lösimg in freiem Zustande nachweisbar kaum 
beständig ist, hingegen bei o® bis zu einem gewissen Grade. 
Man erhält zwar, auch wenn Gljkokolllösung bei Körpertemperatur 
mit Kohlensäure gesättigt ist, auf Zusatz von Kalk oder Baryt- 
wasser Salze der Carbaminosäuren, diese entstehen jedoch erst 
im Momente des Zusatzes der Erdalkalilaugen durch die in der 
Lösung gelöste Kohlensäure. Sättigt man eine konzentrierte 
Gljkokolllösung bei o® mit Kohlensäure, läßt rasch mit Alkohol 
kristallisieren, saugt rasch ab und löst die Kristalle in Baryt- 
Wasser, so geben die Löstmgen beim Kochen kein Barynmcarbonat. 
Wenn also die Carbaminoessigsäure nicht löslich in verdünntem 
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Alkohol ist, ist sie in festem Zustande nicht beständig. Durch 
Bestimmung der in einer Gljkokolllösung gelösten Kohlensäure 
worden Werte erhalten, die der Löslichkeit der Kohlensäure in 
Wasser entsprachen. Allerdings kann die Löslichkeit der Kohlen- 
älore durch GljkokoU vermindert werden. 

Wurden hingegen o,i normale Lösungen von Asparagin im 
Ostwaldschen Thermostaten bei 37^ mit Kohlensaure gesättigt, 
so ließen sich aus dieser Losung mehr als 50 ^^ mehr Kohlensäure 
durch Kochen austreiben, als der Löslichkeit der Kohlensäure in 
Wasser entspricht. Nach diesen vorläufigen Versuchen ist also 
anzunehmen, daß die Säureamidgruppe die durch Kohlensäure 
entstandene Carboxjlgruppe neutralisiert. 

Aus der Lösung von 4 gr. des aschefreien Pepsinfibnnpeptons 
ff in 200 com Wasser ließen sich nach Sättigen mit Kohlensäure 
bei 10® mit Weinsäure 0,6214 gr. Kohlensäure austreiben. QOccm 
der 0.4 5^0 igen Lösung des kristallisierten Semmalbumins lieferten 
anter gleichen Bedingungen 0,3267 gr CO,. Bemerkt sei, daß 
diese Werte nur Mindestwerte bedeuten, da bei diesen vorläufigen 
Versuchen, um ein Zuviel von Kohlensäure zu vermeiden, die 
Lösungen in den Kohlensäurebestimmungsapparat mit der Pipette 
übertragen oder durch einen Scheidetrichter hineingelassen wurden. 
Hierdurch entstehen Verluste an Kohlensäure. 



Wenn ich auch weit davon entfernt bin, auf Grund der 
gewonnenen Resultate unsere Vorstellung über die Bindung der 
Kohlensaure im Blute umgestalten zu wollen, so glaube ich doch, 
daß die neu erkannte Reaktion als Eaktor der Vorgänge im 
Blute berücksichtigt werden muß. Wenn auch erst neue Ver- 
sacke die Bedeutung der Reaktion für die Kohlensäurebindung 
im Blute feststellen müssen, so erscheinen doch schon jetzt 
frühere Beobachtungen ihre Erklärung zu finden. Die Hypothese 
Setschenows daß durch Kohlensäure aus Serumeiweiß eine Säure, 
das Carbo-Eiweiß entsteht, die Carbohaemoglobine Bohrs erscheinen 
in einem neuen Lichte. 

Die Carbamin-Reaktion wird sich auch bei den Vorgängen 
im arbeitenden Muskel geltend machen. Bei momentaner An- 
haofung der Kohlensäure durch den Oxjdationsprozeß im Muskel 
wird Kohlensäure organisch gebunden werden, die entstehenden 
Verbindungen werden bei hydrolytischer Spaltung ohne Aufnahme 
TOD Sauerstoff Kohlensäure liefern. Solche Vorgänge b?tt zuerst 
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Hermann^) nachgewiesen. An Stelle der bisherigen Vorstellung, 
daß bei der "Muskeltätigkeit zunächst Oxjdationsprodukte durch 
Annahme von Sauerstoff entstehen, die dann in einer zweiten 
Phase der Reaktion unter Abspaltung von Kohlensäure zerfaUen, 
oder neben diese hätte dann die zu treten, daß die bei der 
Reaktion primär entstehende Kohlensäure unter Bildung Ton 
Carbonsäuren, die durch Hydrolyse Kohlensäure abspalten, zum 
Teil vorübergehend gebunden wird. Diese Bindung der Kohlen- 
säure würde eine Beschleunigung des Ozydationsprozesses bedeuten. 
Schließlich wird sich auch die Pflanzenphysiologie mit dieser 
Frage zu beschäftigen haben. Wo Chlorophyll ist, ist auch 
Protoplasma. Entstehen auch hier bei der Aufnahme von Kohlen- 
säure durch die Pflanze Carbaminogruppen, so wird die Aufnahme 
von Kohlensäure hierdurch begünstigt. An Stelle oder neben der 
Frage: Wie wird Kohlensäure reduziert? müßte die Frage ge- 
löst werden: Wie werden Carbonsäuren reduziert? 



i) L. Hebmann, Untersuchungen über den Stoffwechsel der Muskeln. 
Berlin 1867 vgl. auch M. Sieofbied, Zeitschr. f. physiol. Chemie, Bd. 21, 

P 378. 
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über ein noch zn ei^forschendes nnterseeisclies 
EorallenrilF im zentralen Indischen Ozean. 

Von 
Carl Ohun. 

Am 28. Febraar 1899, zwei Tage nach dem Auslaufen aus 
Diego Oarcia, lotete die „Yaldivia^^ auf Station 227 eine Tiefe 
Ton 2743 m. Die Lotung wurde morgens 6 Uhr vorgenommen 
und da bei leichter Brise (es herrschte Nord-Nord-West mit der 
Windstarke 3 nach der Beaufortskala) die Verhältnisse fOr die 
Vornahme verschiedener Operationen günstig lagen, so wurde das 
Trawl zu einem Dredschzug bereit gemacht. Die während des 
Dredschens um Mittag vorgenommene astronomische Beobachtung 
ergab eine Breite von 2® 57' S und 67® 59' 0. Zum Dredschen 
hatten wir uns wesentlich aus dem Grund entschlossen, weil die 
'Hefe nicht so beträchtlich war, wie am vorhergehenden Tage, 
an dem wir unter 4* 6' S und 70® 2' eine Tiefe von 4129m 
gelotet hatten. Berücksichtigt man, daß wir dicht bei dem 
westlichen Steilabfall der großen Chagosbank, deren südlicher 
Ausläufer durch das Atoll von Diego Garcia gebildet wi^d, eine 
Tiefe von 2127 m gelotet hatten, so ergibt sich auf einer relativ 
kurzen Strecke ein ziemlich reich gefaltetes Bodenrelief 

Was nun den Dredschzug in 2743 m anbelangt, so wurde 
das Trawl 9* 15"* a. m. herabgelassen und kam 2* 7"^ p. m. 
wieder an die Oberfläche. Das Netz fischte anfänglich normal, 
doch steigerte sich bald der Druck auf unseren Dynamometer 
mehrmals bis zu bedenklicher Höhe; einmal bis auf 7500 kg. 
Der Kapitän hatte 20 Minuten lang zu manöverieren, um das 
Netz frei zu bekonmien. Trotzdem kam es ganz unversehrt auf^ 
während das Stahlkabel kurz vor dem Vorläufer aus Hanf starke 
Kinke zeigte. 

Das Festkommen des Netzes bei einem Dredschzug in so 
ansehnlicher Tiefe war in hohem Maße befremdlich, da- man 
mit Sicherheit darauf rechnen kann, daß bei nahezu 3000 m Tiefe 
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in tropischen Gegenden auf einem von Globigerinenscblick ge- 
bildeten Grunde keine Hindernisse sieb ergeben werden. Nach 
Beendigung des Dredschzuges wurde noch eine Temperaturserie 
bis zu 930 m Tiefe ausgefährt. 

Was nun den Inhalt des Schleppnetzes anbelangt, so erwies 
er sich als ein außerordentlich kärglicher. Er bestand aus einer 
Ophiure, aus 2 Brachiopoden mit verzweigtem Stiele, der zum 
Anheften im Globigerinenscblick dient, aus einem schwarzen Stück 
einer Antipathide imd aus den abgerissenen Ästen einer Koralle. 
Da wir die genannten Brachiopoden östlich und südlich von den 
Malediven bis zu 2919 m erbeutet hatten, so muß das Netz jeden- 
falls anfänglich in der von uns geloteten Tiefe gefischt haben. 

Bemerkenswert war das Eorallenbruchstück, welches sich 
mit den genannten Tiefenformen in dem Schleppnetz vorfand. 
Wir hatten bisher in so ansehnlicher Tiefe noch keine Korallen 
erbeutet (die größte Tiefe, in welcher wir überhaupt Korallen 
vorfanden, betrug 2278 m), und zudem wich das Stück so voll- 
ständig von dem Habitus der Tiefseekorallen ab, daß ich es an- 
fänglich bei Seite stellte und es erst nachträglich dem Bearbeiter 
unserer Korallen, Prof E. v. Marenzeller, Wien, zusendete. Die 
Auskunft, welche mir dieser treffliche Kenner der Steinkorallen 
über das Bruchstück gab, erlaube ich mir nach seiner brieflichen 
Mitteilung hier anzuführen: 

,J)as Stück war belebt, als es in Ihre Hände kam. Es 
ist außerordentlich gut konserviert und der Weichkörper zeigt 
alle charakteristischen Details, die von Moselet für die 
Gattung Seriatopora aufgedeckt wurden. Seriatoporen sind 
mit Büchern nicht zu bestimmen. Ich habe vor einiger Zeit alle 
Originale in Berlin, London und Paris untersucht und gesehen, 
wie willkürlich die Autoren vorgingen. Die meisten Beziehungen 
scheint Ihre Seriatopora zu der formenreichen Art zu haben, 
welche ich S. angulata Klzgi*. nenne. Damit soll hauptsäch- 
lich gesagt sein, daß sie das Gepräge dieser im Boten Meer 
überall vorkommenden und darüber hinaus verbreiteten Biff- 
koralle habe. Die Seriatoporen sind Biff-KoraUen'^ 

Berücksichtigt man nun die Tatsache, daß wir während eines 
in größerer Tiefe ausgeführten Schleppnetzzuges auf einen uns 
unerklärlichen Widerstand stießen und daß wir weiterhin mit dem 
Trawl Bruchstücke einer lebenden, d. h. mit wohlerhaltenen 
Polypen ausgestatteten, nur im oberflächlichen Wasser vor- 



kommenden Riffkoralle erbeuteten, so ist der Schluß noabweia- 
lieh, dsB wir während des Dredschens den Band eines aus grofier 
Tiefe anfiragenden Korallenriffes streiften. Hätte ein altes ab- 




geriebenes Bracbsttick einer Seriatopora Torgelegen, so würde man 
Tielleicbt zu der Yermutang berechtigt gewesen sein, daB das 
Stflck entweder zuKllig verschleppt wurde und in die Tiefe nieder- 
sank, oder schon vorher in dem Schleppnetz enthalten war, Das 
Utitere wbe indessen schon aus dem Grande ausgeschlossen 
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gewesen, weil das Trawl nach jedem Zuge sorgfältig gereinigt 
und Tor Beginn der Operation einer nochmaligen Revision unter- 
zogen wurde. Da wir außerdem unsere kostbaren Tiefseenetze 
nicht zu Zügen in oberflächlichem Wasser bei den Malediyen 
und in der Lagune von Diego Garcia benutzten, so ist der Ein- 
wand, daB vielleicht eine zufällige Beimengung der Seriatoporen- 
äste stattgefunden habe, kaum stichhaltig. Ihm wird nun völlig 
der Boden dadurch entzogen, daß es sich um ein lebendes, d. h. 
mit wohlerhaltenem Weichkörper ausgestattetes, Stück handelt. 

Wenn wir an Bord trotz des Festkommens des Netzes nicht 
auf die Vermutung kamen, daß wir uns in der Nähe eines 
Korallenriffes befänden, so bot hierzu wesentlich der Umstand 
Anlaß, daß in dem Netze echte Tiefseeorganismen enthalten 
waren, und daß die nach dem. Dredschzug bis zu nahezu looom 
ausgeführte Temperaturserie glatt von statten ging. Der letztere 
Umstand deutet darauf hin, daß wir den Rand des Riffes nur 
streiften und gleich von demselben wieder frei kamen. 

Das von uns gelotete Plateau, welches immerhin um 1386m 
höher liegt, als die tags zuvor konstatierte Tiefe von 4129 m, 
gibt demgemäß den Sockel für ein steil aufsteigendes unter- 
seeisches Riff ab. Es kann dies nicht überraschen, da sowohl 
unsere Lotungen bei den Malediven, wie auch die später von 
Agassiz in derselben Region ausgeführten Untersuchungen lehren, 
daß diese Atolle außerordentlich steü in die Tiefsee abfaUen. 

Würde es sich nun tatsächlich bestätigen, daß bei der oben 
angegebenen Position von 2® 57' S und 67® 59' ein unteiv 
seeisches Riff liegt, so hätten wir in ihm ein Gegenstück zu der 
großen Chagosbank und zu der Saya de Malha-Bank. Da es bis 
jetzt der Aufmerksamkeit entging, so ist freilich anzunehmen, 
daß es entweder tiefer unter Wasser liegt, als die beiden ge- 
nannten und wegen ihrer Gefahr sorgfältig gemiedenen Bänke 
oder daß es von geringerem Umfang ist. Lnmerhin möchte es 
sich für Schiffe von größerem Tiefgang als verhängnisvoll erweisen, 
und so halte ich es für wichtig, die genannte Position als 
„verdächtigt* zu bezeichnen. Bei dem Literesse, welches derartige 
isolierte und im Zentrum großer ozeanischer Becken steil aus 
der Tiefsee aufragende Riffe erregen (wir kennen solche Atolle 
aus dem Pacifik) wäre es wünschenswert, wenn die genannte 
Region sorgfältig durchgelotet würde. 
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SITZUNG VOM 1. MAI 1905. 

GeschäfUiclie Mitteilungen, insbesondere die bevorstehende Kartell- 
Tonammlang in Leipzig und den Tanschverkehr betreffend. 

Herr A. Matxr, o. M., legt zwei Arbeiten von Herrn J. Thomas in Jena, o. M., 
vor: I.. Bemerkung über das elektrische Potential bei geradlinigen 
Elektroden; 2. Winkeltreue Abbildung einer durch zwei aufeinander 
stehende geradlinige Schlitze begrenzten Ebene auf ein Bechteck. 

Hierauf trägt Herr A. Matsk vor: Über den Hilbertschen unabhängig- 
keitssatz in der Theorie des Maximums und Minimums der einfachen 
Integrale (11. Mitteilung). 

HeiT C. Neumann, o. M., legt zwei Arbeiten vor: i. von dem am Er- 
scheinen verhinderten Herrn W. Schbibnbr, o. M.: Zur Theorie der 
TschimhauB -Transformation; 2. von Herrn Krause in Dresden, 0. M.: 
Zur Theorie der Funktionen zweier veränderlicher Größen. 

Die vorstehend genannten Arbeiten sind zum Abdruck in den 
Berichten bestimmt. 



Über den Hilbertsehen UnabhangigkeitsBatz 
in der Theorie des Maximiuns und Minimnms 

der einfachen Integrale. 

n. IfitteUung. 

Von 
A. Mayeb« 

Bei meiner ersten Mitteilung über den HiLBBRTSchen Unab- 
hangigkeitesatz^) hatte ich nur den einen Zweck im Auge, f&r 
das vorgelegte Problem der Variationsrechnung diejenige bestimmte 
Form dieses Satzes zu gewinnen, welche die WEiERSTBASSSche 
■^Funktion auf das besondere Extremalenfeld bezieht, das un- 
mittelbar zu dem JACOBTschen Kriterium der konjugierten Punkte 

1) Diese Berichte 1903, p. 131 — 145. 

llaUi.-ph7t. KlMM 1905. 4 
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fOhrt.^) Erst vor kurzem fiel mir auf, daß diese besondere, aller- 
dings aber auch besonders wichtige Form des Satzes im wesent- 
lichen darauf hinausläuft, daß man die HAMiLTONSche partielle 
Differentialgleichung des Problems durch die JACOBi-HAioLTONSche 
Methode vollständig integriert. Damit wurde mir aber auch 
sofort von vornherein klar, daß man zur allgemeinen Lösung der- 
jenigen HiLBERTSchen Aufgabe, auf deren Erledigung sich der 
ünabhängigkeitssatz gründet'), müsse kommen können, sobald 
man nur die allgemeine CAUCHTSche Methode') an Stelle jener 
speziellen Methode zur Integration der partiellen Differential- 
gleichung des Problems benutzt, und die Durchführung dieses 
Gedankens zeigte, daß die so erhaltene Lösung in der Tat alle 
möglichen Lösungen jener Aufgabe umfaßt, ja sogar allgemeiner 
ist, als der Unabhängigkeitssatz selbst. Diese Resultate sollen 
unabhängig von den früheren, und ohne die CAUCHVsche Methode 
als bekannt vorauszuzetzen, im Folgenden entwickelt werden. 

§ I. 

Der Zusammenhang des Problems der VariationsreehBiing mit dem 

Probleme von Hubert 

Wie früher handelt es sich auch jetzt wieder um das Problem 
der Variationsrechnung: 

.L Unter cUlen FunkUonen y^, . . ., y„ von rc, die r <n ge- 
gebenen, nach r von den IHfferentialquotienten y^, . . . y^ auflös- 
baren Differentialgleichungen erster Ordnwng: 

(0 /v(^' y^^ ' ' -1 ym yi • • •» y'n) =- ^^ 

9 = 1, 2, . .., r, 
genügen, in den beiden gegebenen Or engen x^ und x^ > x^ feste 



i) Yergl. BoLZA, Lectoree on the calcalus of variations, Chicago 
i904i PP- 9^1 6o, 82. Die Überschrift des § 3 in meiner ersten Note 
ist hiemach nicht richtig gewählt und müßte vielmehr etwa so lauten : 
„LoslÖBung des EbrBBETSchen ünabhängigkeitssatzes von der HAiiii.Toir- 
Bchen partiellen DifferentialgleiGhung'^ 

2) Ich habe früher die Lösung dieser Aufgabe geradem als iden-* 
tisch mit dem Unabhängigkeitssatze selbst betrachtet, weil dieser an* 
mittelbar aus ihr folgt Es ist aber doch klarer imd auch richtiger« 
beides auseinanderzuhalten. 

3) Vergl. Mathematische Annalen, Bd. III, p. 447/8. 
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Werte besüeeny und zwischen diesen Orentsen stetig bleiben, die- 
jenigen tu finden, für welche dcLS vorgelegte Integral: 

einen größten oder kleinsten Wert erreicht. 

Dieses Problem wird gelöst durch die n -|~ r Differential- 
gieichuiigen: 

in denen 



r 



(3) Ä s f +^ 1/^ 



ist, nnd möglich und bestimmt kann es nur dann sein, wenn die 
fi + r Gleichungen: 

(4) ä^-f,, /i-0 

auflösbar sind nac& den n -\- r Unbekannten: 



Es seien: 



(. {r 






diese Auflösungen und durch ihre Substitution werde: 

(6) ^y; ^— , - Ä « ir(x, yj, . • •, y^, Vi, . • ., vj. 

Mit dieser Gleichung genügen dann die Werte (5) zugleich auch 
identisch den Gleichungen: 

Die Einftlhmng der Yariabeln v an Stelle der Differential- 
quotienten y' und der Multiplikatoren l verwandelt daher die 
Differentialgleichungen (2) in die 2n kanonischen Differential- 
gleichungen: 

'' dx '^ dvi"* dx '^ dyi * 

4* 
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AuB jedem System LOsabgMi: 

der Differentialgleichungen (2) erhält man hiemach, indem man 
dasselbe in die Oleichungen: 

da 

substituiert, ein entsprechendes System Lösungen 

der Differentialgleichungen (7), und umgekehrt liefert jedes System 
Lösungen dieser letzteren Differentialgleichungen, wenn man es 
in die r letzten Gleichungen (5) einsetzt, wieder ein System 
Lösungen der Differentialgleichungen (2), toekhes für die be- 
treffenden Lösungen der Differentialgleichungen (y) zugleich den 
Gleichu/ngcn (ß) iderdksch genügt. 

Dies vorausgeschickt zeige ich durch Einschließung in | | an, 
daß statt: 

fi» • • •» y„» *1? • • •» *r 

geschrieben werden soll: 
definiere also: 

r 
1 

und allgemein: 

und will nun den Zusammenhang untersuchen, in welchem das 
Problem I zu der folgenden HiLBERTSchen Aufgabe steht: 

IL Die Variabdn p^, . . .,p^^ jm^, . . ., f*^ als Funktionen von 
^) Pif - • -p Vn ^^ ^^ hestimmenj daß der Äusdruckz 



(8) iÄi+2^(y;-P,)™, 

in welchem ^xi - - «i y» ^ unbestimmte Funktionen von x eu be- 
trachten sind, ein vollständiger DifferenUalguofient, und tsugleick 
den r Bedingungen: 

(O l/,l-o 

identisch genügt werde. 
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Ist (8) ein Yollstöndiger Differentialquotient, so existiert eine 
Funktion V von ap, y^, . . ., y^, für welche: 

1 

wird, und die man aus diesem Ansatz durch eine bloße Quadratur 
findet. 

Die Forderung (9) aber zerfällt in die 1 -{- n identisch zu 
erfallenden Bedingungen: 

(10) |ä|-2'-aJJ._, 

1 

^lÄl dV . 



Verbunden mit den r Bedingungsgleicbungen (i^) bestimmen nim 
die n Gleichungen (11) 

als Fanktionen von: 

dv dv 

nnd zwar ergeben sie der Bedeutung der Gleichungen (5) zufolge: 

, dv dr\ 
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/ dv dv\ 



ayx ' ' dy 

Nadi der De^ition (6) der Funktion H führt überdies die 
Substitution dieser Werte die Gleichung (10) über in die partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen V und den n 4~ 1 
nnabhftngigen Variabeln o;, y^, — • y^: 

, . dV . „/ dV SV\ ^ 

Damit ist unmittelbar der Satz gewonnen: 

m. Aus jedem FufMonenaysiem p^, . . ., p^, ^, . . . . fi^p 
vdches die Aufgäbe II löst, erMU man durch eme bloße Qua- 
dfotm- eme solche Lösung V der partiellen Differentiälglekhung {12)^ 
mi der jene Funktionen durch die BeUxtionen (j^ verbunden sind. 
Und umgekehrt liefert jede Lösttng V dieser partidlen IHfferential- 
S^eidmng, subßtituiert in die Gleichungen (s^, ein System Lösungen 
des IVoblems IL 
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Weiter hat der Ausdruck (8) die Form: 



Jedes System von Funktionen p und f«, das der Forderung 

(9) genügt, muß daher die « + ^-^ — - Bedingungen idenüsdi 
erfüllen: 

dx dVi ' dyi, dyi 

Von diesen kann man wegen der letzten die n ersten ersetzen 
durch die folgenden n: 

Es ist aber: r^.oi 

und, indem die partiellen Differentialquotienten der Funktionen pj^ 
sich von selbst wegheben: 



dyi dpt, 



Infolge der weiter noch vorgeschriebenen Bedingungs- 
gleichungen (i^) lassen sich daher die Integrabilitfttsbedingungen 
des Ausdrucks (8) so schreiben: 

'^ ^^ dx dp, ■*"^^* d'y\ dp; ^ dyi • 



, , d aiÄi a aiÄ 



^y* aj?,- ay< dpi^ ' 

und dui'ch Ausführung der zweiten partiellen Differentiationen 
werden die n ersten yon ihnen: 



('3') 



^ dPi \dx ' ^ * dyj^/ c7y^ 
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Verknüpft; man andererseits die Funktionen y^^ . . ., y^^ X^, 
.. .^ Ir von X mit irgend einem System Lösungen des Problems 11 
durch die « + r Gleichungen: 

(15) y*=-l>4 und (i6)A^ = f*^, 

so liefert die Differentiation dieser Gleichungen zugleich: 

i 

Überdies gehen | Sl \ und | f I wieder über in die ursprünglichen 
Funktionen Sl und /* , und die Bedingungen (13^ werden daher: 






d. 1l diese Bedingungen und die Bedingungen (i') verwandeln 
sieh in die Gleichungen: 

^^ dx dy'i "" ay; ' '^^ "" "• 

So oft also in den Gleichungen (15) und (16) ^,, . ..p^, 
f»i, . . . |itr solche Funktionen von x, ^19 • ■ ., ^n sind, welche die 
Bedingungen (i ') und (13) identisch erfüllen, sind zugleich die- 
jenigen Funktionen ^i, . • ., y«, ^, • • •) ^ von a;, die man durch 
voQstftndige Integration der n Differentialgleichimgen (15) und 
Substitution der Lösungen in die Gleichungen (16) erh&lt, Lösungen 
mit n willkürlichen Eonstanten der Differentialgleichungen des 
Problems L 

Aus Satz m folgt hiemach sofort weiter: 

IV. Jeder Lömng V der partieUen DifferenHcUgleichung {12) 
gehört ein System Lösungen' y^, - . -, y^ itj, . , ,, Ir der Differential' 
gleiehungen {2) mit n mUhWrlichen Konstanten zu, in hessug auf 
wddie die Lösungen y^, . . ., y^ voneinander unabhängig sind, 
und dieses System Löstmgen erhäU man, indem man von den, mit 
der he^c ff enden Lösung V gebildeten Gleichungen (j') die n ersten, 
die em System Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen 
^1, " '^y^ und X bilden^ vollständig integriert und ihre Lösungen 
in die r letzten Gleichungen (j') substituiert. 
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Ableitung eines gewissen Systems LSsnngen der DilTerentialgleiehangeB 
(2) mit n willkttrliehen Konstanten aus den ToUstSndigen Ldsnngen 

dieser Cfleielinngen. 

Kehren wir nnn aber zurück zu den Differentialgleichungen (2) 
und zu ihrer kanonischen Form (7)1 
Es seien: 

die mit Hilfe der Gleichungen: 

dSl 

aus irgend einem bekannten System vollständiger Lösungen: 
(18) y^ =. q>^{x, Cj, . . ., Ol ^^ = %i^i Cii • • •» O 

der Differentialgleichungen (2) erhaltenen vollständigen Lösungen 
der Differentialgleichungen (7). 

Ist dann a eine neue willkürliche Konstante oder auch nur 
irgend ein solcher bestinunter Wert von x^ daß die 2n Glei- 
chungen (17) auch für o; » a noch auflösbar bleiben nach ihren 
2n Litegrationskonstanten c^^ . , .^ c^^y so kann man an Stelle 
der letzteren die Anfangswerte: 

der Variabein y^ und t;^ für d; » a als neue willkürliche Kon- 
stanten einführen und erhält hierdurch ein neues vollständiges 
System Lösungen der Differentialgleichungen (7) von der Form: 

< 



(19) 

in welchem 






ist. Lidern man dann weiter nach willkürlicher Wahl der 
Funktion: 

jedes: 
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setzt, entsteht aus diesem neuen Yollständigen System von Lö- 
sungen selbst wieder ein neues System Lösungen der Differential- 
gleichungen (7): 



(20) 



/ dA dÄ\ r N 

dÄ dÄ^ 



dA 



(5'0 



(CJ3L 0J3L\ — f K 

das ftlr x =» a ergibt: 

und diesem System entspricht das System Lösungen der Differential- 
gleichungen (2): 

dessen r letzte Gleichungen aus den r letzten Gleichungen (5) 
durch Substitution der Werte (20) hervorgehen. Seine n willkür- 
lichen Eonstanten £4, . . ., a^ sind die Anfangswerte der Lö- 
sungen ^1, . . ., y^ für rr » a, und nach p. 52 genügt es identisch 
den Gleichungen: 

^^ =* f*e(^' ^1' • • •' ^«' ^1' ' • •' ^«)- 
Infolge der Art, wie die Gleichungen (19) aus den Gleichungen 
(17) und diese wieder aus den Gleichungen (18) entstanden, erhält 
man diese, im allgemeinen partikulären Lösungen des Systems (2) 
aus seinen vollständigen Lösungen (18) direkt dadurch, daß man 
die letzteren in die Gleichungen einführt: 

(22) y,(a, ci, . . ., c,J - a„ [||]^^^ - H , 

und sodann mittels dieser 2n Gleichungen die 2n Integrations- 
koDsianten ^^9 • • •, c^,^ aus ihnen eliminiert. 

§ 3. 

Das erluiltene System Lösangen der DifferentialgleichiingeB (s) entspricht 
\m Sinne des Satzes lY einer bestiniHten Lösung F der partiellen 

Differentialgleicliiuig (zs). 

Deutet man die Substitution der eben gewonnenen Lösungen 
(20) der Differentialgleichungen (7) durch einen oberen horizontalen 
Strich an, und definiert F durch die Formel: 
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(23) V^Ä{a, Ol, . . ., aj +/I2*'*lf - '^H''') 

a 1 

als Funktion von rr, o^, . . ., a,, so erhält man c(urch partielle 
Differentiation nach a^i 



Nach (7) ist aber: 

dS __ dy^ dH ov^ 

dvi^'^ dx ' dyi^ "^ 8«' 

also besitzt die Summe unter dem Integralzeichen den Wert: 

Überdies wird fftr o; »> a: 

dA 

und damit: 



'»4-1 

LI . 




tf 1 1 

es bleibt also nm*: 

Dies festgesetzt seien: 

(25) a< « a,.(a;, y^, . . ., yj = (a^ . 

die Auflösungen der n ersten Gleichungen (20), also der n Gleichungen : 

(26) Vi'-Vii.^y Ol, •••, aj 



i) Das Integral in dieser Formel ist identisch mit dem, welches aus 



X X 

I Üdx oder j fdx 



durch Substitution der Lösungen (21) entsteht, w&hrend andrerseits das 
Folgende selbst zugleich auch die CAüCHYSche Integrationsmethode der 
partiellen Differentialgleichung (12) liefert 
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nach ihren n willkürlichen Eonstanten a^, . . ., a^. Die Sub- 
stitution dieser Auflösungen, die durch ( ) hervorgehoben werden 
soll, ffihrt die Funktion (23) über in die Funktion: 

(27) iy) = W(x,y^,...,y^). 

Nun reduzieren sich die Gleichungen (26) für o; » a auf y^ » a,-, 
daher müssen auch ihre Auflösungen (25) für x => a ergeben 
a^ «— y|. Nach {2^) wird aber für ä — a: 

Die neue Funktion W besitet also zunächst die Eigenschaft, für 
z =» a den Wert anzunehmen: 

Weiter folgt aus ihrer Entstehungsart: 

dyi ^ \dajj dy^ ' 
also nach (24): 

Da aber die Gleichungen (25) die Auflösungen der Gleichungen (26) 
sind, so hat man: 

und damit zugleich: 



dy^ ^ \daj dyi ' 



1 
man erhält also einfach: 

(.8) |J^(üO. 

Aus der Definition (23) folgt endlich noch: 



1 

überdies sind die Gleichungen (26) umgekehrt wieder die Auf-* 
lösungen ihrer Auflösungen (25). Die Substitution der letzteren 
wird daher wieder aufgehoben durch die Substitution der Werte (26). 
Man hat daher nach (27) 

(^70 F=W, 
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und naoh (28) 

Andererseits ist daher auch: 

dx dx "^ j^ dy^ dx ' 

oder nach (28') und, weil der obere Strich die Substitution der 
Lösungen (20) des Systems (7) anzeigt, 



n 



dx dx ^j * dvt. ' 

1 

und hieraus folgt nach (29) und (28') 



ox dx 



^f ^? 2/1 ) • -^ Vn^ ayi ' ' ■ ' dyj "~ ^' 



In dieser Identität kann man aber die Substitutionen (26) durch 
die Substitution ihrer Auflösungen (25) wieder aufheben und 
erkennt auf diese Weise, daß F » W eine Lösung der partiellen 
Differentialgleichung ist: 

Beachtet man schließlich noch, daß die Gleichungen (5 ''), denen 
unsere Lösungen (21) der Differentialgleichungen (2) identisch 
genügen, durch die Identitäten (28') übergehen in die Gleichungen: 

._ / _ . dW dW \ 

Vi ~ PiX^^i Vit ' ' "I Vni dy ^ ' ' '' dy /' 

. _ / _ . dW dW\ 

Q "" ^QV' ^1' ■ • •' ^»' dyi' " •' dyj^ 

so kann man nunmehr den Satz aussprechen: 

V. Hat man die Differentialgleichungen (2) vollständig integriert 
und eliminiert nun aus den gewonnenen voUstä/ndigen Lösungen: 

Vi == 9i(^» Ci, . . ., Cj J, Ap = e^(a:, c^, . . ., c, J 

(ik' 2n Iniegralionskonstanten c^, . . ., c,^ *»i^ lß//e der 2n Gleichungen: 

in denen a eine neue wiUhürlid^e Konstante oder auch ein passend 
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ffwäklkit het^mimter Wert von x ist^ so erhäU man em nme$ 
Sjfsiem Lösungen dieser Differenüaigleichimgen: 

dessen n tdükürliche Konstanten o^, , . ., a„ (2ie Anfangswerte der 
Variabein if^^ • • •) ^« /^^ a; <" a sind, und diese neuen Lösungen 
der Differeniiaigleichungen (2) gehören einer bestimmten Lösu/ng 
F— » TT der partieUen Differentiälgleichtmg (12), und zwar einer 
Lösung, die für a; « a den Wert 

Tr-"-4(a, yi, . . ., yj 

annimmt, in soieher Weise zu, daß sie für V == W den « + r 
Gleichungen (§') identisch genügen. 

§ 4. 

Tn^eite des SstzM V. 

Lassen wir im -Vorhergehenden den Anfangswert a von x 
ganz willkfirlioh, so kOnnen wir die Formel {2^) auch nach a 
partiell differentiieren ^) und erhalten dann auf demselben Wege, 
der zur Formel (24) führte, zun&chst: 

1 11 

d. h., da f&r o; » a: 



wird: 






dV dA , „/ dA dA\ , '^- ay* 

di^ra + ^M^' ^' • • •' ^"' äi;' • • •' ä5-j+2?^*ä^" 

1 
Nnnmehr aber hat y^^ die Form: 

% = y*(«> «7 Ol, • . •, O- 

i) Die folgende Rechnnng ist im wesentlichen dieselbe, die zu 
der zweiten HiifiLTONSchen partiellen Differentialgleichung des Pro- 
blems I fahrt. 



M 1 

Am: a^ ^ {§i]"a folgt daher durch partteile DiAirentistion 
nach a: 

rsjj , «Sil 



o=S = 






and demnach hleibt nur: 

3^ - äi + * l"' »..-■.»-.?;;.•■• iTj +21'' li ■ 

AndrerBeits erhält man indirekt aus der Formel 

durch partielle Differentiation Dach a: 

cV _-cW .-^dWdyu 
oder nach (z8') 

und der Vergleich dieser beiden Werte von ?- liefert sofort di» 
Formel: 

Ist daher im besondem die tod a freie Funktion: 

gelbst eine Lftsung der partiellen Differentialgleichung (12), so 
ergibt sich: 

und damit zugleich, wenn man die SabaUtution der LöBungen 
(26) durch die Substitution ihrer Auflösungen (25) wieder aufhebt, 

d. h. e» ist dann auch die aus (23) abgeleitete neue Lösung V= W 
der partiellen Differentialgleichung (12) frei von a. Sie erhält 
_i — r.(r X =• a den Wert 
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und f&llt also, da jede von der willkürlichen Konstante a freie 
Fdnktion F(xy y^, . . ., yj bereits anmittelbar gegeben ist durch 
ihren Wert F(a, ^^, . . ^ ^^) für o; » a, überhaupt zusanunen mit 
der Lösung 

7»=-4(a?, yj, . . ., yj 

Um daher ein System Lösungen der Differentialgleichungen (2) zu 
erhalten, das für eine beliebig gegebene Lösung: 

7= J'Ca?, ^1, ..., yj 

der partiellen Differentialgleichung (12) den Gleichungen (5') ge- 
nfigt, braucht man nur im Satze V die Konstante a ganz will- 
kürlich zu lassen, und: 

Ä (a, aj, . . ., a J = F(a, fl4, . . ., aj 
zu nehmen. 

Nach Satz UI hängt aber jedes System Lösungen p^y . . ., j>^, 
^, . . ., /i^ des Problems U mit einer Lösung V der partiellen 
Differentialgleichung (12) durch die Gleichungen (5') zusammen, 
und nach Satz IV entspricht jeder solchen Lösung V ein System 
^^^^sungen ^j, . . ., y,, A^, . . ., A^ der Differentialgleichungen (2), 
das den Gleichungen (5^) genügt. Man sieht somit: 

VI, Nach vöüsiändiger IntegrcUion der IHfferenHälgleu^iungm 
(2) gestaUd Bote V überhaupt jedes System Lösungen dieser Diffe- 
rentkdgleMiungen 0u erhalten, welches mit irgend einem System 
Läsungen des Problems II in den Beziehungen steht: 

Damit soll aber natürlich nicht gesagt sein, daß der Satz, 
wenn es nur darauf ankommt, ein bestimmtes solches Lösungs- 
fjstem der Differentialgleichungen (2) zu gewinnen, auch immer 
das ein£achste Mittel darböte, zu diesen Lösungen zu gelangen. 

Um z. B. das besondere System Lösungen, welches ich in 
meiner ersten Note direkt abgeleitet hatte, aus dem Satze V zu 
erhalten, müBte man vor allem die ihm zugehörige Lösung der 
partiellen Differentialgleichung (12) berechnen, d. h. man müßte 
durch Substitution der vollständigen Lösungen (17) des kanonischen 
Systems (7) und Ausführung der Quadratur das Integral 
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als Fonktion von x, Cj, . • ., c^, berechnen und hierauf die 2n 
Integrationskonstanten o;, c^, . . ^ e^ mittels der 2n Gleichnngen-: 

ans dieser Funktion eliminieren. Das Resultat der Elimination: 

verschwindet identisch für x » Xg und enthält keine willkürliche 
Konstante, sobald man die Anfangswerte ^0,^109.-., y^o &ls 
fest gegeben betrachtet, während es andrerseits wenn man diese 
Anfangswerte willkürlich läßt, nichts anderes ist als die Jacobi- 
HAMiLTOMSche Lösung der partiellen Differentialgleichung (12).^) 
Erst nachdem man diese Lösung F berechnet hat, kann man 
nunmehr zu den verlangten Lösungen der Differentialgleichungen (2) 
durch Anwendung des Satzes V kommen, in welchem zu dem 
Ende die Funktion 

Ä (a, ttp . . ., aJ = F(a, Ol, . . ., aj 

zu nehmen ist. 

Diese Ableitung jenes besonderen Systems von Lösungen ist 
offenbar sehr viel umständlicher als die in meiner ersten Note 
auseinandergesetzte. Man muß erst, was ganz auf dem in § 3 
eingeschlagenen Wege geschehen kann, die partiellen Differential- 
quotienten der Funktion F nach den Variabein y berechnen, d. h. 
man muß erst so ziendioh die ganze dort durchgeführte Bechnung 
wiederholen, um zu erkennen, daß dies Verfahren sich in der Tat 
schließlich auf das in jener Mitteilung direkt abgeleitete reduziert') 



1) Vgl. Ma1henuUi9C^ Änndlen, Bd. m p. 487. 

2) Auf dem angegebenen Werte ergibt sich das Endresultat 

zunächst in der Form, daß man aus den vollständigen Lösungen (18) 

der Differentialgleichungen (2) die 8n Integrationskonstanten c mit Hilfe 

der 2n Gleichungen 

«,■ =■ 9, («I Ci, ..., CjJ, 

eliminieren muß. Da man aber natürlich n von den c selbst an Stelle 
von a^f • • M <>„ ^8 willkürliche Konstante beibehalten kann, so kommt 

dies selbst wieder darauf zurück, daß man nur n von den Integrations- 
konstanten c mittels der n letzten Gleichungen aus den Lösungen (18) 
zu eliminieren braucht, und das ist eben die frühere Methode. 



ÜbEB den H1LBERT8CHKII ÜNABHANGIOKBITSSATZ. II. 65 

§ 5. 

Die Greazen der Anwendbarkeit des Unabhängigkeitssatzes selbst. 

Gleichzeitig mit der Jacobi - HAiiiLTONschen Lösung der 
partiellen Differentialgleichung (12) eidstieren auch die eben be- 
sprochenen besonderen zusammengehörigen Lösungen der Diffe- 
rentialgleichungen (2) und des Problems II nur, solange das 
Problem I wirklich möglich und bestimmt ist, solange also die 
vollständigen Lösungen 

%== 9.(^1 ^7 • • •» ^«) 
seiner Differentialgleichungen gerade 2n Integrationskonstanten 
in solcher Art enthalten, daß man diesen Lösungen für zwei 
gegebene Werte von x festgegebene Werte vorschreiben kann. 
Saiz V dagegen setzt nur voraus, daß die n -{- r Gleichungen (4) 
auflösbar seien nach den n -{- r unbekannten y^, . . ., ^n, A^, . . ., Ar 
oder daß das System Differentialgleichungen (2) wirklich von der 
Ordnung 2n sei, und er gilt unter dieser Voraussetzung auch 
dann noch, wenn die vollständigen Lösungen y^^ . . ., y^ dieser 
Differentialgleichungen weniger als 2n willkürliche Konstanten 
enthalten. Dies tritt im besonderen immer dann ein, wenn im 
Problem I die Funktion f ein vollständiger Differentialqyotient 
ist. Daraus folgt aber leider noch durchaus nicht, daß ein Hilbert- 
8dier ühabhängigkeitssaiz auch für das folgende Problem der 
Variationsrechnung existierte: 

VIL Unter allen stetigen Funktionen y^, . . ., y^ von a?, die 
r<« gegebenen, nach y[j . . ., y!- auflösbaren Differentialgleichungen 
erster Ordnung: 

f^i^y Viy • • -7 Vn, yi • • •, Vn) = 0, 
^ = 1, 2, . . ., r, 

gemigen^ und von denen die n — 1 letzten für zwei gegebene 
Werte Xq und x^"^ Xq von x gegebene Werte besitzen, während 
von yj nur der Wert für x ^= Xq fest vorgeschrieben ist, diejenigen 
zu finden, denen ein größter oder kleinster Wert dieser ersten 
Fut^Oion für x =- x^ zugehört, 

was umso auffallender ist, als es bekanntlich doch auch in diesem 
Problem eine Funktion gibt, die vollständig die Bolle der 
WniERSTRASS sehen ^-Funktion übernimmt. 

Versteht man nämlich unter j?i, . • ., i>„, fii, • • ., (ir irgend 
ein bestimmtes System Lösungen des Problems 11, so bewahrt 
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für alle, nach den Bedingangen des Problems I zul&ssigen Funk- 
tionen y^^ . , .y y^ von jt, welche den Ausdrack (8), oder, was 
wegen der Bedingangen (i') dasselbe ist, den Ausdrack: 



1 
im Integrationsintenrall stetig erhalten, das Integral: 



X, 



(31) ^•^/{l^i +J*CV* -1'*)^')'^^ 

unveränderlich denselben Wert, da es ja nur abhängt von den 
Grenzen x^ x^ und den Werten jener Funktionen y^,. . . ., y^ aji 
den beiden Grenzen und alle diese Grenzwerte fest gegeben sind, 
und dies Resultat erst ist der eigentliche HiLSERTSche Unab- 
hängigkeüssaiz. 

Für ein solches System Lösungen: 

Pi ^ Sv ^if = \ 

des Problems I aber, welches den Gleichungen: 

Pi =" Ph ^^ =* f*^ 
genügt, erhält dies Integral den Wert: 



Xi 



/♦ o- Cfdx. 

Setzt man daher: 

(32) i;^/-_|/-,_2(y;_^,)^J|J, 

1 

so kann man — immer die Stetigkeitsforderung als erfüllt vor- 
ausgesetzt — die Änderung 



Al= Cfdx- Cfdx, 



welche das vorgelegte Integral 






^Cfdx 
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erfahrt, wenn es erst mit einem bestimmten System solcher 
Ldsmigen und dann mit irgend welchen anderen, den Bedingungen 
des Problems I genügenden Funktionen y^y . . ., y^ gebildet wird, 
so ausdrücken: 



(33) ^^^ß 



Edx. 



«o 



Das Problem VII dagegen, obgleich es seiner äußeren Form nach 
fbi f^y'^ mit dem Problem I zusanunenfftllt, unterscheidet sich 
doch dadurch ganz wesentlich von diesem, daß man bei ihm den 
Wert von y^ für a: = rc^ nicht mehr fest vorschreiben kann, 
sondern vielmehr notwendig ganz willkürlich lassen muß. Be- 
zieht man daher, indem man f durch y'^ ersetzt, das Integral (31) 
auf das Problem YIE, so bleibt sein Wert nun nicht mehr für 
alle mit den Problembedingungen verträglichen Funktionen ^^, . . ., ^„ 
Ton X unveränderlich, sondern wird abhängig von dem Werte y^^ 
den die erste dieser Funktionen für x ^^^^ x^ annimmt, und die 
fundamentale Formel {^^2i) ist daher auf das Problem VII gär 
nicht mehr anwendbar. — ^) 

i) Die vorliegende Note berührt sich eng mit dem zweiten Teile 
de« inhaltsreichen Aufsatzes von Hilbert „2^ Variationsrechnung^', 
Güttinger Nachrichten 1905, den ich aber erst erhielt, nachdem meine 
Note bereits gesetzt war. Die Berührungspunkte nachträglich noch 
hervorzuheben, würde zu weit führen, ich darf mir in betreff des ersten 
dort behandelten Gegenstandes aber wohl die Bemerkung gestatten, 
daß ich meine Begründung der LAORANGSschen Differentialgleichungen 
der Variationsrechnung schon 1895 in diesen Berichten ausgedehnt 
hatte auf das allgemeine Problem VIT. 
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Bemerknng Aber das elektrisclie Potential bei 

geradlinigen Elektroden. 

Von 
J. Thomae. 

In den Acta Leop.-Carolina B. LI Nr. 4 hat Herr F. Bennecke 
eine Untersuchung veröflFentlicht „über die stationäre elektrische 
Strömung in einer unendlichen Ebene für den Fall, daß die Zu- 
leitung der beiden verschiedenen Elektrizitäten in zwei parallelen 
geradlinigen Strecken erfolgt". Über die experiment<ellen Voraus- 
setzungen ist darin wenig gesagt. Daß die Elektnzitatsmenge, 
die durch die eine Elektrode einfließt, gleich groß ist als die 
entgegengesetzte der andern Elektrode, darf wohl als selbst- 
verständlich angesehen werden. Mit welcher Stärke aber die 
Elektrizität in den verschiedenen Teilen jeder Elektrode in die 
Ebene läuffc^ ist nicht ohne weiteres zu erkennen. Es wird auf 
den Satz hingewiesen, daß bei winkeltreuer Abbildung zweier 
Flächen aufeinander ein Strömungsnetz in der einen Platte stets 
ein Strömungsnetz in der andern ergibt. Die Ebene wird auf 
ein Ringgebiet zwischen zwei konzentrischen Kreisen abgebildet. 
In diesem Bilde werden die konzentrischen Ereise, zu denen die 
Bandkurven gehören, als Spannungskurven in Anspruch genommen, 
so daß also die Bänder, und nach dem zitierten Satze die 
Elektroden als Niveaukurven erscheinen. Mit welchen Mitteln 
ein solcher Zustand herbeizuführen ist, wird nicht gesagt. Ins- 
besondere ist die Verteilung der Stromstärke in dem Falle, daß 
eine Elektrode unendlich lang wird, in dieser Elektrode schwer 
zu erkennen. Überhaupt aber steht die Zulässigkeit einer un- 
endlich langen Elektrode oder beider in Frage, weil dann die 
Spannung im unendlichen nicht mehr gleich NuU oder konstant 
angenommen werden kann. Diese Annahme gehört aber mit zu 
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den Voraussetzungen, unter denen die LAPLACESche Differential- 
gleichung mit den Nebenbedingungen in den Elektroden ein be- 
stimmtes Potential ergibt. 

Im Folgenden versuche ich, diese Aufgabe auf einem andern 
Wege, n&mlich durch einen Grenzübergang, zu lösen. Die er- 
lialtenen Resultate sind von denen des Herrn Benkecke gänzlich 
verschieden. Die Intensität des einfließenden Stromes wird bei 
mir in jeder einzelnen Elektrode als eine gleichförmig verteilte 
vorausgesetzt. 

§ I. Das elektrische Potential filr den Fall punktförmiger 
Elektroden. Unter dem elektrischen oder logarithmischen Potential 
einer ebenen leitenden Platte, in der xy rechtwinklige Koordinaten 
sind, versteht man eine Funktion Z7, die der Laplace sehen 
Differentialgleichung 

Genüge leistet, und wenn sie begrenzt ist, am Rande der Neben- 

bftdingnng 

^ -^ dn 

imterliegt, d. h. daß der nach der Normale genommene Differential- 
qaotient am Rande den Wert Null hat. Ist die Platte die ganze 
imendliche Ebene, so tritt fär (2) die Bedingung ein, daß U im 
Unendlichen konstant^ spemdler gleich Null sein soU. Strömt 
Elektrizität in die Platte in einzelnen Punkten Ä^Ä^ * • Ä^ bez. 
mit den Intensitäten E^JE^ - - E^^ wo 

(3) 2^^ = 0, ^ == 1, 2 . . w 

ist, so wird dort ü unendlich groß wie 

(4) ^E^ lg {pa;), 

WO {PA ) die Entfernung eines beliebigen Pimktes P von dem 
festen Einströmungspunkte A ist. Die Gleichung (3) bewirkt, 
daß ein stationärer Zustand eintritt, der bei einer unendlichen 
Platte im Grunde erst nach unendlich langer Zeit, tatsächlich 
aber in starker Näherung sehr bald eintritt. In diesem stationären 
Zustande gibt U die Spannung an jeder Stelle an. Durch diese 
Bedingungen ist U bei einer unendlichen Platte vollständig, bei 
dner berandeten Platte bis auf eine additive Konstante, die von 
der Ladung der Platte abhängt, völlig bestinmit. 
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ihr Argument negativ reell ist, um 2 t» «mterscheiden. Wir 
müssen ermitteln, welchen Einfluß dies auf den reellen TeU U der 
Funktion W ausübt. Dabei verstehen wir unter arc e <=• artg{y : x) 
den Hauptwert dieser Funktion, der sich zu beiden Seiten der 
Linie ^ •— x -< um 2 » unterscheidet. Es ist 

W=H(ß + hi-x-yi)(\lg((x- ßf + iy -},)*) + iarc(z- h)) 
+ H(x + yi-ci-hi)(^lg{{x-ay + (y-hy)+iarc{g-ay) 
-H'(ß^+h'i-x-yi)(\lg({x-ßy + (j,-hy) + iarc(z-b')) 
-H'(x+yi-a'-h'i){^lg({x-oiy + (y-h')') + iarc(z-a')) 

(lo) ü= H(ß-x)\ lg {(x - ßy + (y- h)*) + H(f,-h) arc {e - b) 
+ H(x - a)\lg (ix-ciy + (y-h)')-H(y-h)arc(e-a) 
-H'(ß'-x)^lg({x-ßy+(3,-h')')+(y-h')are(z-b') 
-H'{x-a')^lg{{x-ay+{y-k')')+n'{y-h')are(z-ay 

Hier sind die Logarithmen von selbst überall stetige Funktionen 
und nur die Enden der Elektroden können eine besondere Be- 
trachtung als wünschenswert erscheinen lassen. Nehmen wir das 
Ende 2>, so ist der in Betracht kommende logarithmische Teil 

XH{ß - x)lg {{x-~ ß)' + (y ^ h)^. 

Es ist stets {x — ß^ + (y — ä)* « (a; — ßy{l + c), wo e positiv 
ist, und folglich ist dieser Teil gleich 

H{ß-x)lgix^ß) + ^ H{ß ^x)l9{l+B). 

Aus dieser Form ist ersichtlich, daß sich dieser Teil dem Werte 
Null stetig nähert. Der andere in Betracht kommende Teil ist 

H{y — h) {arc (z — b) — arc (z — a)) . 

Auch dieser Teil nähert sich der Null stetig, wenn xy in das 
Ende b rückt. Bei der Frage nach der Stetigkeit der Funktion U 
handelt es sich demnach nur um den mit einem arctts als einer 
unstetigen Funktion behafteten Teile, also um die Größen 

H{y — h) (arc (z — b) — arc {0 — a)) , 

H\y — h") (arc (g — b*) — arc {z — o')) . 
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Die arcus sind stetige FiinktioiLeii mit Ausnahme der Linien, in 
denen ihr Argument negativ wird. In der Verlängerung der 
Elektroden fällt die ünstetigkeit fort, weil wir es mit der 
Differenz zweier arcus zu tun haben. AuBerdem aber sind die 
arctis in diesen Verlftngerungen sowohl als auch in den Elektroden 
selbst mit einem verschwindenden Faktor behaftet, so daß auch 
längs der Elektroden selbst Stetigkeit herrscht. Die Fimktion U 
ist eine überall stetige Funktion. 

§ 4. Die Elektroden sind keine Niveaukurven. Machen wir 
y^^/i, a <Cx <i ß^ so befinden wir uns auf der Elektrode s. 
Dort ist 

(i i) Z7 = H{ß — x) lg dbs {x — ß) + H{x — oi)lg dbs{x — «) 

— H' (ß' — x) lg dbs (x — ß) — H\x — a')lg dbs (a; — - «') 

- H\h—Ji)(arc(x—ß'+i(if—h)) — arc(x—a + i(x - ä'))) 

Dieser Ausdruck ist nicht von x unabhängig. Die Elektrode ist 
daher keine Niveaukurve. 

§ 5. Spezuüisieru/ngen» Nehmen wir die Elektroden gleichlang 
als gegenüberliegende Seiten eines Bechtecks an, so können wir 
das Koordinatensystem so wählen, daß 

a = — a-^l^ii h^^a-^hij a' = — a — hi , 5' = a — Ä'i, 

wird. Dann ergibt sich 

(i2)ir=^(a-x)|?(7((x-a)« + ö/-Ä)«) + H(3/-Ä)arc(a;~a + i(y-Ä)) 

+ H{u + x)\lg{{x + a?+i^-h)')-H{y-h)arc{x+a + i{y-h)) 

--H{a-x)\lg{{x + a? + {y+h?)-H{y + h)arc{x-a + i{y + h)) 

+ H{a + x)\lg{{x + a? + {y + h)') + H{y + h)arc{x + a + i{y + h)) 

= u ^~^ In (a? — «)' + (y — ^ )' , iT?_+? 7^ (^ + «)' + (y'-^)' 
2 'y {x-^ccy-j^iy + hy'^^ 2 "y {x + ay + iy + ny 

+ H{y — h) (jarc (rc ~ a + i(y — Ä)) — arc (x + a + i(y + h))) 
+ H(jy + Ä) (arc (x + a + i(y + h)) — arc {x — a + i(y + h))) 

Für y = verschwindet der logarithmische Teil, der andere 

Teil wird 

< 

Sh {arc {x + a + ht)-\- arc (x + a — hi) -- arc{X'-a + hi) — arc{x — a — hi)) 
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Da die Summe der arcus konjugierter Zahlen Null ist, so 
verschwindet auch dieser Teil, U* ist in der x- Achse Überall 
gleich Null, sie ist eine Niveaukurve. Die ^- Achse ist aus 
Gründen der Symmetrie eine Strömungskurve, und zwar ist in ihr 

U = 2ccH(lg («^ + (y - Ä)') -lg{a^ + (i^ + h)^). 

In einer weiteren Spezialisierung nehmen wir 5' = o = 0, 
& = — a' — + a 9 Ä == ä' = , H ^ H' an, dann ist 

(13) W^H{a-0)lg(e'-cc) + He lg z 
+ Helge — H{e + a) lg {e + a) 
- zHelge- Helg(e^ — a^) + a{lg{e-a)-lg{e + a)) 



^Helg(l--^ + cclg 



s — a 



Für a; = ist der reelle Teil von W Null, die y- Achse ist also 
eine Niveaukurve. Die rc- Achse ist eine Strömungslnirve, auf 
ihr ist 

U^-Hxlgdb8{l'- ^,) + alg abs ^-[^-^ • 

Für entgegengesetzt gleiche x erhält man entgegengesetzt gleiche 
Werte von ü. Für a; == a ergibt sich U =^ 2aHlg a, — Man 
kann mit a nicht an Grenze Unendlich übergehen. 

§ 6. Zu einander senkrechte Elektroden. Stehen die Elektro- 
den senkrecht aufeinander, so kann man die eine auf die x- Achse, 
die andere auf die y- Achse legen, so daß a = a, b =^ ß^ a ^^ ia\ 
y =: iß' wird. Bedienen wir uns einer analogen Bezeichnungs- 
weise wie unter (6) und (7), so erhalten wir 

Tr= W" W' 

W^H'^-^^-^^Qg^^ 

W = H' "^-^-^ig {e - e^ + lg{e-e;) + " + ^ {e-ej) 
+ lg{^-' cc'i - J^ s'i)+"+l^ie-- ß'i)), 
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und wenn wir mit m und n zur Grenze unendlich übergehen 

W=H(b-z)lg{z-b) + H(z -a)lg{e-a) 
»' 
— H'flg {z — ai — iy)dy^ 



wo z bei der Integration als fest gedacht ist. Endlich folgt 

W ^ H{h - z)lg {z '-'b) + H{z - a) lg (z - a) 

+ %H\h' ^z)lg{z- h') + iH\z - aO lg (z - a') 

^H{b-z)lg(l--^)+H{z--a)lg[l^^) 

+ iH\b'^z)lg{l^^)+iH\z-a')lg{l^^)^ 

Aus der zweiten Form geht hervor, daß W im Unendlichen Null 
ist Schreiben wir statt dessen 

(15) TT« H{b ^z)lg(z-b) + H(z -a)lg{z-a) 

+ iH\b' - z)lgi{z - 6') + %H\z - a')lgi(z - a) 

80 ändern wir W um eine rein imagin&re Konstante, die auf 
den reellen Teil U ohne £influ£ ist, die aber bewirkt, daß der 
reelle Teil sofort in einer stetigen Darstellung erhalten wird. 
Diese Stetigkeit bleibt eben noch zu untersuchen. Es ist 

+ Hy(arc {x — ß + yi) — arc{x — a) + jfi) 

— H'x{arc(ß' — y + «♦) — arc{a' — y + x%)). 

In dieser Form sind die mit dem arcus behafteten Teile stetig, 
weil längs ihrer ünstetigkeitslinien die Arcusfnnktionen mit einem 
▼erschwindenden Faktor behaftet sind. 

§ 7. Geradlinige Elektroden in der Halbebene. Es soll jetzt 
wenigstens ein spezieller Fall betrachtet werden, in dem die 
leitende Platte die Halbebene ist, sodaß cü'dn längs der 
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ic- Achse Null ist. — - Wir nehmen vier geradlinige Elektroden 
an. In den beiden ersten Elektroden zwischen a^=^ai und h=^ßi 
und zwischen — ßi und — ai ströme auf die Einheit der Länge 
die Elektiizitätsmenge H in die Ebene ein, in den beiden anderen 
Elektroden zwischen a=^a'i und b'=^ß'i^ und zmschen —ß'i 
und — ai ströme auf die Einheit der Länge die Menge — U' 
in die Ebene ein, wo HH' in der Beziehung stehen, daß die 
Gesamtmenge der einströmenden Elektrizität Null ist. Alsdann ist 

{l^)W=^-iH{{z-h)lg{z-h) + {a-z)^g{Z'-a) + {z+a)lg{z+a) 
-{z + h)lg{z+h))+iH\{z-b')lg{z - }/) + {a-z)lg{z-a) 
+ (z+ a')lg{0 + a')-{z + h')lg{z + 5')). 

dW 

(i8) ^, = - iHQgifi -h) -ig(e - a) Jrlgtß + a) - lg{z + &)) 
+ iH'Qgie - h')-lg{z-a') + Igiz + a')-lg{s + h')). 

Daraus ergibt sich fOr y = 

dz \^ x + ß% * ^ x — (tt/ 

«== + 2H(arc{x — ß%) + arc{x + ai^) 
- 2H' {arc{x — ß'i) + arc{x + at)). 

Dies ist eine reelle Größe. Setzen wir dz ^= idy^ so folgt, wenn 
W — ü -{- Vi gesetzt wird 

dw du ,dv 

~dy ^ dy '^ ^dy 

— 2% H(arc {x — ßt) + arc{x + « i)) 

— 2H'i{arc(x — ß'i) + arc{x + ai)), 

/ \ du du ^ 

(^9) Ty^Tn-^ 

auf der ganzen a;-Achse. Fließt denmach in die von der x-Achse 
begrenzte Ebene in die geradlinige Elektrode zwischen a ^^ ai 
und h =^ ßi in bezug auf die Einheit der Länge die Elektrizitäts- 
menge H ein, in die Elektrode zwischen a '^ a'i, und h' ^=^ ß'i 
in bezug auf die Einheit der Länge die Menge — U\ so jedoch, 
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daß die Summe der einströmenden Menge Null ist, so wird im 
stationären Zustande die Spannung in jedem Punkte der Platte 
durch den reellen Teil der unter (17) stehenden Funktion W 
gegeben. — Wollte man die Halbebene durch die Substitution 
f =s (xf — %^*[z'\-%) auf den Einheitskreis winkeltreu abbilden, 
so würden sich die beiden Elektroden zwar auf geradlinige Stücke 
im Innern des Kreises abbilden. Es kann aber damit die Auf- 
gabe des Potentials für den Kreis nicht gelöst werden, weil die 
Bildströme je längs einer Elektrode nicht konstant wären. 

§ 8. Die. Kreis2Tlatte. Ist die Platte durch eine Kreislinie, 
deren Radius Eins sein mag, begrenzt, so soll nur ein spezieller 
Fall noch besprochen werden, nämlich der, in dem zwischen 
£ = a und ;e? = ^, a>0, a<|5<l die Menge H in bezug auf 
die Einheit der Strecke einströmt, und in die Elektrode zwischen 
— ß und — a die Menge — H in bezug auf die Einheit der 
Strecke in die Platte einströmt. 

Für punktförmige Elektroden ist das Potential bei einer 
Kreisplatte von einer additiven Konstanten abgesehen, der reelle 
Teil der Funktion 

wenn 5^ die zu Zj^ konjugierte Zahl bedeutet. Nun nehmen wir je 
n Punkte r^, z^ . , . z^ auf den beiden Strecken, nämlich 

^1^^^ ^n = ß^ ^/*=« + ^i-^' 
»1 ß^ ^1.=-«, Zf, ? + ~i8^ 

an , in die die Mengen bez. E : » und — E\n einfließen. Die 
Lösung ist alsdann der reelle Teil der Funktion 
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nnd wenn wir mit n zur Grenze unendlich übergehen und z bei 
der Integration als fest annehmen 

a a 

(20) W^ Hjlg{e - « - x)dx + H flg{{a + x)z - i)dx 





» 



— H flg{e + ß — x)dx — H ilg{{ß — x)z + l)dx 
= ir(^ - z) lg{z -ß) + H(z - a) lg{z - a) 

+ //(«+%(r+«)-Ä(r+|S)Z^(^+jJ)+H^-±il5'(«z + l) 
Fflr ;r = fließt hieraus 

Dies ist eine rein imaginäre Zahl. Der reelle Teil U der Funk- 
tion W ist demnach Null, die y- Achse ist eine Niveaukurve. 
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Winkeltreue Abbildung einer durch zwei anf 

einander senkreclit stehende geradlinige Schlitze 

begrenzten Ebene anf ein Rechteck. 

Von 
J. Thomae. 

In seiner Inauguraldissertation „über die winkeltreue Ab- 
bildung einer durcb zwei geradlinige auf einander senkrecht 
stehende Schlitze begrenzten Ebene auf ein durch zwei konzen- 
trische Kreise begrenztes Ebenenstück^', Jena 1905, hat Herr 
Bahr einige Fälle einer solchen Abbildung vollständig durch- 
geführt. Der heuristische Weg führt durch eine BiEMANNSche 
yierbl&ttrige Flache. Das Problem ist gelöst, wenn es gelingt, 
die aufgerissene Ebene auf ein Rechteck so abzubilden, daß zwei 
parallelen Seiten des Rechtecks je die beiden Ufer eines Schlitzes 
entsprechen, während den gegenüberliegenden Punkten der beiden 
andern Seiten dieselben Punkte in der ;e:-Ebene^ oder gegenüber 
liegende Punkte der beiden Ufer einer die beiden Schlitze ver- 
bindenden Kurve entsprechen. Es sollen hier ein paar dort nicht 
durchgeführte Beispiele einer solchen Abbildung gegeben werden. 
Dabei bediene ich mich der Bezeichnung, die in meiner „Samm- 
lung von Sätzen und Formeln aus dem Gebiete der elliptischen 
Fonktionen^, Leipzig bei Teubner 1905, angewandt ist, und die 
eingestreuten Nummern beziehen sich auf diese Sammlung. 

Es sei p eine positiv reelle Konstante und A;, der Modul der 
elliptischen Funktionen, sei reell und kleiner als Eins. Die 
Ebene wird mit komplexen Zahlen e — x + yi bedeckt gedacht, 
und die Bildebene mit komplexen Zahlen w =^ u -\- vi. Wir unter- 
suchen die durch die Beziehung 

(i) pa ^ sa'io ^ caw daw 

gegebene Abbildimg. Die Perioden dieser Funktion seien ^K und 
2iK\ 
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Wo verzweigt sich die Funktion z als Funktion von «?- 
Da wo 

(2) ^ = sa'a== - saail + *« - 21^ sa^w) 

verschwindet, also für w^ = 0, w = 2Ä", und für die Werte von 
w, für die 

(3) ^^« «^ = -2Ä"«"^YiF+2 

ist. Die rechte Seite ist größer als Eins und kleiner als 1 : A;*. 
Demnach wird die Gleichung (3) für Werte von w erfüllt, die 
in der Form enthalten sind 

m; == ± Ä^ + *Vo» «? = ± -AT + 2«\8r' — it'Q, 

wo Vq zwischen und K' liegt. Außerdem verzweigt sich z für 
z = 00, w == iK' und «; = 2JK' + iK\ weil ;5 dort unendlich groß 
zweiter Ordnung wird. 

Für «; = hat z den Wert l'P^ den wir gleich ft setzen, 
so daß 

(4) z=^fisa'tD 

die Ahbildungsfunktion wird. Lassen wir w monoton von bis 
K wachsen, so nimmt z von fi bis monoton ab. Setzen wir 
i<? = Ä'-f tr, und lassen v von bis K' wachsen, so ist 

(5) je; = — (ik'^sa Ir : de? iv 

(X 6) rein imaginär. Dieser Ausdruck ist für wachsende v zu- 
nächst negativ imaginär und wächst absolut genommen, bis w die 
Stelle K + (Vq erreicht, wo 

/,N k**fL8aivQ ifik'* i 

^o; z d^iü^^ 2k ~ l 

wird, wenn k eine Abkürzung bedeutet. Dort ist dz : dw = 0, 
der Bildwinkel in der je;-£bene das Doppelte des Winkels in der 
tr-Ebene. Demnach geht z um den Punkt — i : l herum und 
nimmt rein imaginär zu, bis z für v = t'Ä", w ^^ K -^ iK' den 
Wert Null erreicht. Wächst v weiter, so wächst z rein imaginär 
bis zu i : X, welchen Wert JET für V = 2 Ä"' — Vq, w = K+2iK' — ivQ 
annimmt. Dort ist wieder dzidw = 0, und z nimmt, nachdem 
es den Punkt i:k umkreist hat, rein imaginär ab, um bei t;== 2K\ 
w = K -\- 2iK' wieder den Wert Null zu erlangen. — Führt 
man w über eine gerade Linie von K — f bis iC — f + 2iK\ wo 
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£ eine kleine positive Zahl ist, so dnrchläuffc » eine der Linie 
• • • — i : X • • • • ■ • i : X • • • 0, die wir den Schlitz I nennen 
wollen, nahe benachbarte Schlinge. Wir können deshalb sagen, 
g durchlaufe die beiden Ufer dieses Schlitzes, wenn w von K bis 
zu JSi + 2 iK' geradlinig vorrückt. Dabei besteht Winkeltreue 
Ton den beiden Stellen w = Jr+ »Vq, z — — i:il, tD^K-\'2iK' — v^iy 
s = %: X abgesehen, wo die Winkel in der iS- Ebene doppelt so 
groß sind, als in der «^-Ebene. 

Ffihrt man nun w geradlinig über die Strecke von K-\'2iK' 
bis 2iK\ so durchläuft z wegen der Periodizität das, wie wir 
sagen, obere Ufer der Linie von bis f4. 

Durchläuft; w ^^ iv rein imaginär die Zahlen von bis 
2t£^, so ist iicatvdato zunächst positiv reell bis zu t; » f , 
z durchläuft das obere Ufer der mit der reellen Achse der 
£-Ebene zusammenfallenden Linie von (i bis oo. Geht w in der- 
selben Richtung weiter, so kehrt z um und durchläuft nun das 
untere Ufer derselben Linie von oo bis fi, die wir den Schütz 11 
nennen wollen, denn es ist sa' (iK' — vi) = sa {iK' + vi). 

Das Rechteck 

K- K+ 2iK' • • • 2iK' "O'-K 

bildet sich also auf die ^-Ebene so ab, daß den beiden der ima- 
ginären Achse parallelen Seiten bez. die Linien von — i : X bis 
iiX (Schlitz I) auf der imaginären Achse und von f4 bis oo 
(Schlitz n) auf der positiv reellen Achse der is;-£bene entsprechen. 
Die beiden andern Rechteckseiten aber entsprechen der geraden 
Strecke von bis (i so, daß gegenüberliegenden Punkten der 
Rechteckseiten, gegenüberliegende Punkte auf den beiden Ufern 
dieser Linie entsprechen. 

Denkt man sich also die is;-Ebene durch die Schlitze I und 
n, die auf einander senkrecht stehen, aufgerissen, so wird durch 
die Beziehung 
(4) z = lA sa w ^ fi catc dato 

die aufgerissene iS- Ebene so winkeltreu auf ein Rechteck der 
«-Ebene abgebildet, wie es unsere Aufgabe vorschreibt. 

Es ist nun leicht dies Rechteck, und damit die durch I und 11 
begrenzte ;?-Ebene auf einen Ereisring etwa in der £;-Ebene eindeutig 
winkeltreu abzubilden. Dies geschieht durch die Beziehung 

MKth.-ph7g. ElMse 1906. 6 
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Die Gerade von» bis K der tc^-Ebene, und ebenso die Gerade 
von ^2iK' bis K + 2iK' entspricht in der f-Ebene der Geraden 
von f=l bis f = c''*^-^, gegenüberliegenden Punkten dieser 
Rechteckseiten entsprechen dieselben Punkte ^. Der geraden Linie 
von iT bis K -{■ 2iK' entspricht ein Kreis mit dem Radius e^^'^\ 
der geraden Linie von bis 2iK' entspricht in der ^-Ebene der 
Einheitskreis. Die durch die Schlitze I und n begrenzte iS-Ebene 
wird durch die Beziehung 

(7) ^ = ft«a'— Igt, 

eineindeutig und winkeltreu auf das Innere eines Kreisi-inges in 
der t'^b^i^e abgebildet. 

Es erübrigt noch, den Modul A; unserer elliptischen Fimktion 
durch die gegebenen Größen l. und fi auszudrücken. Wir fanden 
unter (6) 

und daraus 

Das Produkt der beiden Wurzeln ist — 1, eine davon und zwar 
die positive ist reell und kleiner als Eins. — Ist X = 1 : ft, so 

ist der Modul )/2 — 1. 
Durch die Beziehung 

(9) jßf ~ 1 : f* «a' «? 

bildet sich das besprochene Rechteck in analoger Weise auf die 

geradlinig zwischen und \jl^ und zwischen »lA-'-oo i\'k 

aufgeschlitzte jei-Ebene ab. 

Als zweites Beispiel betrachten wir den Fall, in dem die 
je:-Ebene durch einen Schlitz I längs der positiv imaginären Achse 
von Null bis Unendlich, und durch den Schlitz U längs der 
positiv reellen Achse zwischen den Punkten ft und v aufgerissen 
ist. Daß es möglich ist, diese begrenzte jS-Ebene auf ein Recht- 
eck der t£;-Ebene, dessen Ecken 0, \K^ j-B^+ 2iÄ', 2%K' sind, 
so abzubilden, daß die Schlitzufer sich bez. auf zwei parallele Seiten 
des Rechtecks, die gegenüberliegenden Punkte der beiden andern 
Rechteckseiten aber auf zusammenfallende Punkte der 0-Ebene 
abbilden, ist durch die Untersuchungen des Herrn Schottky fest- 
gestellt. Aus dem Spiegelungsprinzip des Herrn Schwarze folgt, 
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daß die Abbüdung durch eine doppelt periodische Funktion vierter 
Ordnung vermittelt wird, und aus den Darlegungen des Herrn 
E. Bahr ergibt sich, daß die Beziehung zwischen z und to in der 
Fonn enthalten sein muß 

worin C^C^C^ Konstanten sind, die nebst der positiv reellen 
JACOBischen Größe q = e* aus den Daten des Problems zu be- 
stimmen sind. Dem Punkte iv = entspricht der Punkt z => oo. 
Die Perioden der elliptischen Funktion z sind 2K und 2iK\ 

Setzt man fr = «t;, so ist das erste Glied der rechten Seite 
rein imaginär, wenn C^ » ip und p reell ist. Das zweite Glied 
ist fftr dieselben iv ebenfalls rein imaginär, wenn C^ reell ist. 
SoU ß für rein imaginäre w rein imaginär sein, wenn p und 
C^ =» ep reell sind, so muß C^ rein imaginär sein. 

Die Funktion 

y N 1 1 da^w 1 

^^ ^ «»•(«? — K) sa^tD ca^w sa^w 

ist ftlr kleine rein imaginäre Werte von w positiv, und es ist 
demnach p positiv reell zu nehmen, wenn dort z positiv imaginär 
sein soll. Die Fimktion 't(f(to) wechselt ihr Zeichen nicht, wenn 
r (ip=»«;) von bis 2K' wächst, ist also dort immer positiv reell. 
Setzt man w = \K + »r, so folgt 

^ ^ *^W^K - iv) ^ sa^i^^K+iv)} 
+ ep{Z^^{iv - lüT) - Z,^{iv + \K)) + C, 

~ ep{Z,^{\K - iv) + Z^^{\K + *t;)) + C». 

Dieser Ausdruck soll reell sein, den Schlitz U durchlaufen, des- 
halb muß Cj = sein. Er soll aber für t; = positiv reell 
sein, wo (Tabelle XXIV) z -=- — pe{l + k') wird. Es muß dem- 
nach e eine negative Zahl sein. Wir ersetzen deshalb e durch 
— e und erhalten (xXiT 3) 

^ p \ca*to 8a*w) ^ sawcaw "rv / • ^\ /» 

(p(fo) = dato : sawcaw. 

6* 
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Für das Schlitzende jef = 0, wo «? » iv^ sein mag, muß dz : dw 
verschwinden. Es muß deshalb 

e ♦tf;(»t;o):<p(*t;o) 

sein. Bildet man die Ableitung von (lo) und setzt sie gleich 
Null, so findet man mit Rücksicht darauf, daß v^ zwischen und 
2K' liegen muß, 
(ii) t^o^l-S^'» «^2, 

sodaß wir die Abbildungsgleichung erhalten 

Es ist nun zu ermitteln, welche Werte von 5a tr, 9 (fr), z den 
Schlitzenden von II entsprechen. In ihnen ist dz i pdw '=^ O^ 
woraus folgt: 

(13) A' i^^ (1 - 2 5a« «; + (2 -*«)«»* fr) 

^ ^'^ 2jpato sarwca^w^ ' ^ 

, 2 «o* tc — t* «a* 117 — 1 
' sd^tocd^u) 

Dieser Ausdruck ist von der sechsten Ordnung, soll er ver- 
schwinden, so muß 

da^w{l — 25a* fr + (2 — Ä*)5a*fö)* 

+ (2 5a*fö — Ifsa^w— ly sa^wca^w 

verschwinden, oder wenn man 5a* fc^ » ^ setzt, so muß 

(14) o-KO- 

(1 - *«t)(l - 2J + (2 - k*)f)* + t(l - £•)(! -2t + k*t*y 

sein. Dieser Ausdruck verschwindet fCar £" »= ± 1 :k, enthftlt 
also den Faktor 1 — A:*J*, dem kein Wert von w auf der Linie 
^K bis jK -{- 2iK' entspricht, und der deshalb unterdrückt 
werden kann. Setzt man g(t) *« (l — ^*6*)ä(?), so ergibt sich 
nach einigen Reduktionen 

('5) Ä(Ö-(i-**£*)(i-**0+f(i-t)(i-**£*-'*(i-**O) 

- 1 - (3 + *»)t + 3(1+ *»)£» + Ä»(*»- 5)£»+Ä»t*. 
Um die Gleichung A (£)"-> aufeulösen, setzen wir 
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und schreiben 

{l-t>ö» i-k*S^l-k*S\i — k*S ) ' ^ *• '-' *''' 
^^. = t'f ' - (5 - Ä*)t' + 4 = rt' - (4 + *'»)t' + 4. 

Durch Nnllsetzen dieses Ausdinickes ergeben sich für ^' die 
beiden Werte 

! VI) fi;?»'» 2 =■ 2 

I Hieraus werden die zugehörigen Werte von ^ mittels einer 
' quadratischen Gleichung gefunden. Löst man sie auf, so ergeben 
sich Tier Werte von % und aus (17) die zugehörigen Werte der 
Ableitung, sodaB vier Werte von v> daraus fliefien, von denen 
zwei zum Schlitz 11 gehören. Fttr unsem wesentlichen Zweck, 
die zugehörigen Werte von s zu finden, ist die Auflösung nicht 
nöt^. Es ist n&mlich 

- t'V - V = «P^Cf ' V - 4), 



und wenn q> ans (17) bestimmt wird (die Gleichung ist aber 
auch allgemein richtig), 

Die beiden in Betracht kommenden Werte von 9 sind positiv 
reell, das Wurzelzeichen aber ist beidemal so zu bestimmen, daß 
z : p positiv wird. Nun setzt man fOr den einen der beiden 

Werte 9 p = ft^ : (i)/fc* + 2Ä*g)* — 89)* + 2 9*), damit das eine 
Schlitzende auf den Punkt |) falle. Soll für den andern Wert 
von 9 j7 = V werden, auf das andere Schlitzende fallen, so ergibt 
sieh daraus eine algebraische Gleichung ftlr A;. Sie muß eine 
Wurzel kleiner als Eins besitzen, sie ist zu wählen. Damit ist 
das Problem gelöst. Zwischen 9 und z besteht die Gleichung 



z . ^ , o • . xr» 



(19) <p* - 4<p»^ + 2äjV + p9>' + ä* == 0. 
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Es ist 9 eine wie eine vierblättrige BiEMANNSche Fläche ver- 
zweigte Funktion, deren überall endliches Integral dem Problem 
entspricht. 

Liegen die beiden Schlitze, statt senkrecht aufeinander zu 
stehen, in gerader Linie, so ist die betreffende Abbildungsaufgabe 
bereits von Herrn Bennecke in WsiERSTRASSSchen Funktionen 
gelöst. Da mir die Lösung in den JACOBischen Funktionen 
durchsichtiger zu sein scheint, so mag noch ein solcher Fall, auf 
den der allgemeine immer reduziert werden kann, hier Platz finden. 
Es sei 
(20) z — tga^fc. 

Führt man w von bis JT reell vorwärts, so wächst z kon- 
tinuierlich von bis 00. Führt man to weiter von K bis 2JBr, 
so nimmt z wieder bis zu Null ab. Es durchläuft z die beiden 
Ufer des Schlitzes 11, der von reell nach 00 fOhrt, kontinuier- 
lich. Setzt man ir = w -f- iK'^ so ist (X 14) 

z = tga^(iK' + tt) = - 1 : da^u. 

Für tt = 0, w = tZ' ist )5 = — 1, 'für tt = JBT, w ^ K + iK' ist 
z =» — 1 : h'^j es durchläuft jer, wenn u die Werte von bis 2JBr 
durchfährt, die beiden Ufer des Schlitzes 11 zwischen — ^ 1 und 
— 1 : Ä;'* kontinuierlich. Führt man to von an rein imaginär 
bis iK\ so durchläuft z die Strecke von bis — 1, und führt 
man w über die gegenüberliegende Linie von 2K bis 2K+iK\ 
so durchläuft z dieselbe Linie. Es wird also durch die Be- 
ziehung (20) die durch die Schlitze I und 11 aufgerissene e- 
Ebene in der Weise, wie es das Problem erfordert, auf das 
Rechteck . . . 2K . . . 2K + iK\ . . iE' . . . winkeltreu ab- 
gebildet. Das Rechteck läßt sich leicht auf einen Kreisring ab- 
bilden. 
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Zur Theorie der Tschirnhans -Transformation. 

Von 
W. Scheibner. 

I. 

Meiner Arbeit über die Theorie der linearen Trans- 
formationen habe ich einige Anwendungen der algebraischen In- 
variantentheorie folgen lassen und dabei namentlich von der 
Ufpischen Gleichung HERMirE's f&r 

während m— i 

Gebrauch gemacht. In den Comptes rendtis vom 24. Mai 1858 
nun hat Hermite an den Ausdruck 

wo ^ . ^ y^^ 

die wichtige Bemerkung geknüpft, daß wenn 

g(^x^ = &o^~* + m^2i6ja:"*"** + m^2^b^x'^^* • . . + b^_i 

gesetzt wird, die in den Koeffizienten a und h bilineare Tschirn- 
HAU8 - Transformation 

angewandt auf die Gleichung fy *^ o^ zu einer Gleichung mten 
Grades Ton der Form führt: 

fr*" + ÄjC^ir*"^* + ÄjC^w'""* . • . + Cot ■« t(;(t(?) = o , 

deren Koeffizienten swmtUme Invarianten von f und ,9 sind, wäh- 
rend der Koeffizient von «;"•"* verschwindet. 
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In der Tat erhält man vermöge der NswTON'schen Formeln 

und damit S^t'^O; wenn die 8unmie auf die Wurzeln Xj^ aus- 
gedehnt wird. Es bleibt dann zn zeigen, daß, wenn infolge 
linearer Transformation fCLr 

f'fiya)^mcL) und Q"''^9iyh)-9W^ 
gesetzt wird, auch 

sein muß.^) 

Man kann dabei von dem Falle w ^ e oder \ = (— x/ aus- 
gehen, wodurch 

und 

oder nach Art- 4 3. 210 der Berichte vom 6. Juli 1903 

wird, während die Gleichung t\}{w) = o einfach mit der typischen 
Gleichung zusammenfällt, deren Koeffizienten Eovarianten von f 
sind. Die Funktion 

q>(^ah) = w = 60 ^m -1 - &ii?m- j ± • • • 
hat die Eigenschaft, fOr h^ = (— xY überzugehen in 

z = ftKxa) . 



und schreibt 



Bildet man nun für i}i(£a) = ij'- den entsprechenden Ausdruck 
so reduziert sich w' für 6j = (— x'Y auf 



«(*,»' + *,r-*4f = 






(tf- *,a;y 



m-2 *'' 



i) Wbbbb, Algebra Bd. I, § 69 (75); vergl. auch Gatlby's Notes on 
TsGHiHHHAusBH'a TronsformoHon {Math. Papers IV, Nr. 273 — 275). 
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wie sich leicht ergibt wegen 

f,{x'a) = d^(d^x' + d^r-VC^Ä) + B{d^x' 4- V*- V,(^a) • 
Die gefundene Gleichung 

wird identisch vermöge der zwischen x und x^ aufgestellten Be- 
ziehung, und da es ^ch hier nur um lineare Relationen zwischen 
den Koeffizienten bi und b'i handelt, so darf man in den iden- 
tischen Gleichungen die Werte (— xY = h und (— x'Y *= 6j ein- 
fahren. Dadurch erhält man zunächst 

(d - d^x^-n'i = (dl - d^xYiö - dgrrr-«-« = ft 

und weiter 

(d - i^xr-^tpi^ab') = q>{^aß) = s'^-^(p(^ab) 
oder 

Da nun die Koeffizienten c^ in t|; durch homogene Funktionen 
der Potenzsummen S^l == <^t ausgedrückt werden, so folgt aus 

k 

k k 

d. h. c^ ist eine simultane Invariante der Funktionen f und g von 
den Dimensionen ii = v ^i und dem Gewicht i{m — i). Zugleich 
läBt sich fßr 

die identische Gleichung bilden: 

wo c( y ) auf den m — 2ten Grad steigt und das Produkt /'• v 
für a; » o;^ verschwindet. 

2. 
Dem Ausdruck fOr to kann man verschiedene Formen geben. 

Die Gleichung w ~ (p\ y ) z. B. liefert fBr y = ic^ , 
t « o, I ... «i — I : 
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und hier lassen sich die Koeffizienten y^ durch die zusammen- 
gehörigen Werte Xj^ und tOj^ ausdrücken. Man erhält^) 






+ ^^Äi 



«e'i 



und verifiziert damit ohne Schwierigkeit fOr y == x^ die Gleichung 



m-l 

S yitr 

1=0 



-«•-1=«;. 



Die TscHiRNHAus-Transformation «; = («»— i^/) (y) führt direkt zur 
typischen Gleichung für x^ Xj^. 

Übrigens ist es nicht schwer, die Gleichung fiir ^to m der 
Form einer Determinante tnter Ordnung zu entwickeln, wenn 
man für i = i , 2 . . . m — i die Produkte berechnet (Weber, 
Algebra I, § 72/78): 

wozu für i = o und dj^ = (— i)*6;^ die Gleichung tritt 

Dann ergibt die Elimination der Größen iJii^s * - * i/^.j : 



± tf;t(? = 



<^o 




^x 






^2 




• • • ^m-8 


<»«-. 


IT 


K 




K 






^i 




•••*l-8 


c- 


«^ ^1 


K 




K 






^; 




• "C-s"" 




9% 


*{,-'-«) 




• • • 

tf(m- 


-»)- 


-IT 


ij(- 


-2) 


. . . ^(m-2) 
m — 8 


• • • 

^m-2) 
m-2 


^»i-a 


^m-»)- 


■w 


^m- 


-1) 




d<- 


-1) 


. . . ^m-l) 
m — 8 




^m-l 



Hier sind noch die Koeffizienten ^ und q^ zu bilden. Dies 
kann geschehen, indem man mittels des Gleichungensystems 

% = o^y 4- Ol , 

• • • 



• . . 



%-! = y»»«-! + '^^^«m- «y + «m-l) ' 



i) Vergl. z. B. Baltzbx'b i)e(ermtnanten § lo, n. 
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nebst 

1^0 = und ^^ = yi?«>i + «^-iy + a„ = o, 

zunächst den von den beiden Hilfsgrößen ^^.^ und q' abhängigen 
Aasdrack ableitet: 

WO 

Obgleich wegen y = — die Größen 6^_^ und ^ ' den Nen- 

ner o^ besitzen, sind hier 

oftne Nenner, im Einklang mit der Gleichung 

Auch hat man f&r i » i 

»% = «0^«^ + Ol«; = ^o^^-i + ^i^^m-a • ' • + ^m-2^1 " ^1 

folglich 

Femer bilde man analog mit den Hilfsgrößen dj^^_j und q'. 
das Produkt 

«WO ^'^_. und ^^' durch die Gleichungen bestimmt sind: 
und ^j, so wie %i^_i nebst 9, — »i^_i keine Nenner besitzen. 
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Setzt man nun 

SO ergeben sich die Relationen: 

■ • • 

m — t m — 1 ••m — 1 •^ + l»/i — 1' 

e» + l = ^1* + •**"" Itörf^'- 

Daraus folgt, daß auch ^»i + w*^~^,ö^,.d^_i keinen Nenner hat, 

das Gleiche gilt dann Yon selbst für ^i -f m— i,aj^'. Die ent- 
wickelten Relationen reichen aus, um die Koeffizienten d['^, also 
die Elemente der Determinante für i^>w^ als bilineare Funktionen 
der a und h auszudrücken, während 9^ in Bezug auf a auf die 
zweite Dimension steigt. 

Man kann indessen noch einen anderen Weg zur Bestimmung 
der dj^') einschlagen, wenn man die sukzessiven Produkte bildet 

wo die HilfsgrOfien dmdm<H]<^m+s ' * * ^ }>i durch die Glei- 
chungen gegeben sind: 

o = ag^z + wi-j 4- m^a^^i^w^i 4- m^a^öi^j/i-'i * • • 

4- n^(i,n-\^i-\ + «md/-s, 
während 

^('^ = Oidz+w-Ä + w-iiajd/+„4_8 ... 4. m^iiWm-i*i.4- amii-i- 

Summiert man dann 

i 

Wfii =^m^ii^\aiW 4- ^mi^iOi^i^w 

« m— i,-ia,(d(jiym-i • • • 4- dm-»%) + 

i 
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SO ergeben sich die Eoeffizientengleichungen 

■ • ■ 

nebst 

Qi = 0^9^^ + m^Oi^^*'-*) ... 4- m,_iai_i^'. 

Für i 4- Ä: > tn — I lassen sich die Werte von djjf) durch 
Ehmination der Hilfsgrößen ^m-i^m^m + i ' ' ' vereinfachen. Man 
erbftlt leicht 

• • • 

»— « » » m — a » + 1 « + 1 w — 8 * w — 1 » — 1 m t — 1 

Hier bleiben die in der Diagonale stehenden Elemente <^_,._| 

wie die Qi bei der Elimination von ^m-i ohne Nenner, so daß 
anch f!lr Cq » I die Koeffizienten Cjt in t|;ti7 ganze Funktionen von 
a und h werden. 

Wir wollen jetzt noch die Ausdrücke für die Potenzen von 
Mf untersuchen und schreiben 

Dann ergibt die Multiplikation durch w: 

• • • 

in—» in- » u ffi — a i w — a tu-«' 

Als Beispiel berechnen wir für w = 5, i « i den Wert von 
0|. Man hat 
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^8 = «0?'"+ 5öi^"+ lOOj^', 
q' =01^4 +40,^8 + 008^2 + 404^1 + 05^0» 

9" = ai^5 + 4«,*^ + öojdj + 404^3 + Oj^i, 
9'" = a^S^ + 40,^5 + 6aj*4 + 40^*, + 05 tf,, 
9^^ « ai*7 + 402^« + 605^5 + ^aj^ + 05^3, 
und wenn man die Koeffizienten 6^ eliminiert: 

Qi = ^0(03) - 42'i(i3) + 653(23) - 4^^8(33), 
^ = 42>o(02) - &i(i2) + 4^(22) - 66j(23), 
(>j = 6&o(oi) - 4&j(i I) + 63(12) - 4^(13), 
Q^ = 4^(oo) - 6&i(oi) + 4&a(02) - 64(03). 

Damit geht der gesuchte Wert hervor: 

- i<^» = 4^8 = 4(oo)6j - i2(oi)6j,6j + 8(02)606, - 2(03)6^6, + 
+ 4(1 1)61-2(12)6163+8(13)6,63+4(22)6«- 12(23)6, 684-4(33)fei, 
wo zur Abkürzung geschrieben ist: 



(00 
(02 

(II 
(13 
(23 



= »8^ - «4» (Ol) = (h^ - «8Ö41 

= «1% - «2 04, (03) = a^a^ - a^a^, 

'^«106 + 5aa«4-6a|, (12) «0^05+ isai«*- 160,0,, 

= 0o04-0i0,, (22) = Oo04+ 5«iOs- 60«, 

= O0O3 - a^a^ , (33) = OoO, - of , 



5. 
Für Oq - 60 = ^, o, = 6, = J?, o, « 6, « C, 

«8 = ^8 == -^» «4 = ^» «6 = J^ 

oder ^ = /*„ erhält man 

2(^^Ä^DF- 2A^E^- 3ÄBCF-\- iiÄBDE - 2Ä(?E - 
- ^ACD^ + 2 B^F - sB^CE - iSB^D^ -h 32BC^D - 12 C*. 
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Immerhin ist die direkte Berechnung von tp{w) resp. den Koeffi- 
zienten c^ schon für kleine Werte von m recht weitläufig, wie 
man bei Caylby (Crelle's Jottrnäl Bd. 58, S. 259 — 69 und 
Ff»iiasaph. Transact, 1861, S. 561 — 78) nachsehen kann. 

Seite 315 des vorigen Jahrgangs dieser Berichte ist für die 
CAYiiET'sche Funktion w = (p{x) die zugehörige Gleichung 
ip«; = «;ß+ 5ffw*H- ioc^ir'+ iocgtc;* + 5C4W + C5 

untersucht. Um die HEBMiTE'sche Form herbeizuführen, ist das 
Glied sGi€^ zu entfernen. Dies geschieht durch die bemerkens- 
werte Substitution: 

w = ICw + G^) = b^ri^ - &i»25 + ft,i?2 - 631^1 = ^/; - 5^iv + 2 a^) 

- J?(-4ic* + SBx^ + loCx -f 6D) + 
-h CUa:^ + 5 J?a; + 4 C) - I>(Äx + ^, 
welche der Gleichung entspricht 

OD^ 4- lOy,©' + lOyjö* H- 5y^ö + y^ = o. 

Der Koeffizient Zy^ erhält dann den oben angeführten Wert von 
2r,. Für Ä = 2) = o wird 

y, - - {Ä^I? -f ^C?J5; + 60*), 

und dieser Wert ist mit dem a. a. 0. S. 317 entwickelten Aus- 
druck von c^ durch die Gleichung c^ ^ A^y^ -¥ G^ verbunden. 

Wir erinnern hier noch an die gleichfalls auf Hermite zu- 
rückzuführende') Benutzung des Ausdruckes 

als erzeugender Funktion zur Bestimmung der Anzahl der inner- 
halb gegebener Grenzen enthaltenen reellen Wurzeln der Gleichung 
fy =* 0. Bildet man nämlich für einen reellen Wert r, als qua- 
dratische Form der reeUen Koeffizienten b^ die Summe 

S {Xk - r)wl, 

k 



1) Siehe a. a. 0. S. 150: g^AiX^ + GB^x^+isC^x*-] 

2) Comptes rendus 1853 1, vergl. Borchabdt in Crelle'B Journal 
Bd. 53, S. 281. 
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SO ist vermöge des sogen. JACOBi-SYLVESTER'schen Trägheits- 
gesetzes die Zahl der positiven (p) und der negativen Glieder (m) 
der Summe unabhängig von der Wahl der b^ resp. der Funktion g^ 
sodaß die ZerfUllung m'=>^n'\-p nur noch durch r und /* bestimmt 
wird. Dabei ist zu beachten, daß wegen g tc^ =^o die m linearen 
Aggregate Wk nur von m — i Größen bi abhängen. Da Xk und 
Wk gleichzeitig reell und komplex werden, so ist im ersten Falle 
das Glied {xt — r)icl positiv für xt > r, negativ für Xk^: r, wäh- 
rend im ztoeUen Falle zwei konjugierte Wurzeln xt und Xk' ein 
positives und ein negatives Glied gebeu. Daraus folgt, daß die 
Zahl p zusammengesetzt ist aus der Zahl der komplexen Wurzel- 
paare und der Zahl der reellen Wurzeln > r. Will man daher 
die Zahl der reellen Wurzeln zwischen r und r' >- r berechnen, 
so hat man einfach die Differenz p — p' zu untersuchen. 

6. 

Will man sich zur Entwickelung von iffw der sukzessiven 
Elimination bedienen, so kann man dabei von verschiedenen Aus- 
drücken ausgehen. Die Gleichungen 

fUr i= 1, 2 . . . ? ergeben nach Elimination von fim^iVm-t • • • Vm-t-k-i 

oder y»»-ly»»-2 ^ yfm-l-^l. 

_|_g(TO-/+l)^ I j(m-0==:yy»-'4.y'«»n-/-l . . . _|. y (»»-<- l)y _|_ y(m- I), 

Jede solche Gleichung kann zur Elimination von y aus fy = o ver- 
wandt werden und enthält m tvülkürliche Koef&zienten c und y^ 
weil nur die gegenseitigen Verhältnisse derselben in Betracht 
kommen. Das Gleiche gilt für Ausdrücke von der Form 

(ay* + ay-i • • • -h aW)ir = ay™"'-^ + a V'"* • • • + «("•-'-*> 

oder 

Q)fli -f b'fii^i . . . -f U^)w - ßrim-i-^i + /3'i?m-j-2 • • • + jJ«»»-'-!), 

wo wiederum die Größen aa oder &/3 die Stelle von m willkür- 
lichen Konstanten vertreten. Für besondere Zwecke können noch 
andere Formen vorteilhaft sein, wie Gordan und Kiepert für 
m — 5 bei der Beduktion anf die BRioscHf sehe Besolvente ge- 
zeigt haben. 
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Vemiöge der gegenseitigen Zusammengehörigkeit der Wurzeln 
x^ und Wj^ der Gleichungen fyo und '^w ^ o hat man nicht 

m — 1 in — 1 

allein w ^ (p{ y ), sondern auch y ^ 0{ w ), sodaß durch Eli- 
mination Yon y aus /* » o und «; = 9 die Gleichung '^ « o, und 
durch Elimination von w aus tf; =^ o und y = <Z> die Gleichung 
/*» o erhalten wird. Zugleich erhellt, daß ffir 

und 

gesetzt werden kann. Dann wird 

wo 

S &(«'*) = cotf,' + WjCitf;-! • • • -f m,-ic,-itfi + m — i,_ic,tfo. 

Die Gleichungen für y » ^(t(^) und w ^ ^{y) aber nehmen die 
Formen an 

weil Si}i(^jfc) und S{^i(t<^it) gleichzeitig verschwinden. 

k Je 

Wir wollen nun nicht allein Cq=i, c^ = o, also ?i == w, 
sondern auch a^— i, o^ — o oder 1^1=^ annehmen, sodaß S^a^^^i 
imd S ^ = ^1 gleichzeitig verschwinden. Überhaupt werden wir 
uns für /"y auf die HERMrrE'sche Ica/nonische Form beschränken 
imd schreiben: 

fy^y^-^ Cy^ + Ey -{- F, 
nebst 

«0=5, «1 = 0, 5,-- 2(7, «8«0, 8^^2{(fl-2E), 

53 = 2((7* - 4C*-E;+ 2 JS^, «9 = - 9(C* - E)F, 

Äio = - 2C*+ io(?^- ioCjE?+ 5^^ % = ii(C«- 2CE)F, 

«u -==- 2(C« -tC^E-^ 9(?F? - 2JE;» - 6CF*). 

lUth.-phyi. KlaiM 1905. 7 
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Femer sei 

wir fragen, wann auch ^w die kanonische Form annimmt. Zu- 
nächst wird 

und wenn man zu ic;' ühergeht: 

tfj = a^5g+ 2065^ + {lac^ b^8^ -i- 2{ad + bc)s^ + 
+ (2ac+ 2&d4-c*)s^ + (2ce4-(l*)5^ + 5«^ 

- 5F\b^ - ^Eb^b^ 4- f C»5; - 2JE;6| - 06«. 
Durch Kubierung des Ausdrucks f&r w ergibt sich: 

+ 3(0^6-^ 2abd-\-ac^'^b^c)8^'{-3{2abe + 2acd+b^d+hc^8^-{- 
+ (6acc + 3ad* + 36*<J + 66cd + c^s^ + 
+ 3(2 ade + 2 6ce + ftd* + c*d)Ä5 + 

- (^C*J?- |E^6o6| + f C-B&o^i + (C»F- 3-£?^6; - 
- (f ö"^- 4JS^6jft^ + 3CF6f6j + 2CF616I + ^CEb^b^b^ -f- 

Dieser Wert muß verschwinden, wenn t^«; die kanonische Form 
haben soll. Selbstverständlich wird c^^ o für b^^b^^b^^ o, 
weil alsdann ir » — 631^1 eine identische Transformation darstellt. 
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Um die gefundenen Ausdrücke homogen zu machen, flLhren 
wir jetzt die Formen ein: 

fy « ^y* + loC^ + S^y + F, 
wodurch 

Damit erh&lt man 

- AFh^\ + 4^-E&i2>, + 2{AE - 6C*)6| + 2ÄCIjI , 
2<^ = - 2(CJF« + 2l^bl + 2 O^l^'bje»! - (ÄF* + i2ai^hl\ 4- 

+ ^j&J?'5j2>^-(^F*+2oCJ5»)&o&J+2 (5^^-24(7*) -F&o^^«-- 
-8^^6^6j6, -4U^- 2C^J5;6j,2>|-4^C7^Ml + 
+ (3^-E7-2oC^^2>J-2oU-B-4C«)J5&f&8-6^(7F6j&j- 
-4^CJP&i&|-8^CJE7ö^2»,&8-^»F&i&|-4U^-4C^C6}- 
~ A^F}^^\ + 4UJ^ - t(?)A\h\. 

8. 

Nach dem Früheren sind die berechneten Werte simultane 
Invarianten der beiden Funktionen 

/V=^/+ioCy»+5J5y + F und gy ^\y^ -^ 3\^ -^ i\y -^h, 

nnd zwar enthält c^ kein in hjb^ und c^ kein in &| multipliziertes 
Glied. Mithin reicht die Auflösung einer quadratischen Gleichung 
aus, um c^ oder c^ zum Verschwinden zu bringen. Indessen kann 
das Gleiche auch auf rationalem Wege erreicht werden, denn c^ 
Torschwindet, wenn 

Ch'(\F-^y^^)\-E\ und 

(6 Cf» - ÄE)h^ = -(CE + 4=) ^ - (M-f + V«)h . 

V« 
oder 

Cd,-iJ'6,-(i; + |/^)^ und 
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gesetzt werden, während zur Abkfirzung 



S TP» 



a = 



C 



4- ä^^-F* - I lÄCI? + 3oCf^E, 



^ - twc + C + ^Ä'J^F' - fÄC'EI^ - 

- loÄCE*' + yC^-F* + 2sC^I?, 

ß^ = ay{-{6(?-ÄE)d 
geschrieben sind.^) 

In analoger Weise kann man die in Bezug auf b^ quadratische 
Gleichung c, = o durch zwei rationale Bedingungsgleichungen 
ersetzen, indem man die Form herbeifiüirt: 

Hier bedeuten B^B^B^ Formen erster, zweiter und dritter Dimen- 
sion Yon 2^0 ^1^9 9 ^^^ ^ verschwindet, wenn man B^ — o und 

63==^ setzt, also z. B. neben \ auch h^ mittels B^ eliminiert. 

Nach der gebräuchlichen Terminologie führt die Bedingung {^ = o 
auf eine sogenannte Hauptgleichimg fünften Grades 

tü^ + lOCjiT* + 5c^w + C5 = o, 

während die Gleichung 03 = die kanomsche Form liefert: 

iü^ + loc^w^ + Sc^w + C5 = o. 



i) Vermöge einer bekannten Eigenschaft der quadratischen Formen 
hat man 

A OH 

«. = ^ { ti J^6. - -B6. - C6,]' - 3^6i } - 



Vr 






-:^^i~^{[CE\ + {AFb, + ((,(P-AE)\V-[K^+\ViV] 
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Es ist dabei zu bemerken einerseits, daß bei der Herstellung 
der Haupigleichung die in den beiden linearen Gleichungen vor- 
kommenden Radikale nicht als Irrationalitäten bezeichnet worden 
sind, weil sie von den Transformationskoeffizienten h unabhängig 
sind, während andererseits die ursprüngliche Ableitung der kano- 
nischen Form Hekmtte's bereits die Wurzel j/^ aus der Dis- 
knminante eingeführt hat. 

Selbstverständlich kann man auch einen Ausdruck vierter 
Dimension, wie c^ oder y^ = ac^ — ^c| =» «'^4 — ß^öl^ durch Auf- 
lösung einer Gleichung vierten Grades zum Verschwinden bringen. 
Komplizierter ist die Aufstellung der notwendigen Bedingungen, 
wenn gwei Gleichungen 6^ = ^3 = oder c^-^c^^o oder Cj — y^^o 
gleichzeitig erfüllt werden sollen. Will man c, und e, zugleich 
verschwinden lassen, so kann man allerdings mittels der beiden 
linearen Bedingungen, welche b^ und b^ durch b^ und b^ aus- 
drücken, Z)q und \ aus c^ eliminieren, aber dann würden in bl 
multiplizierte Glieder erscheinen, 'so daß statt der quadratischen 
Gleichung eine kubische Gleichung auftritt, wie schon Bring- 
Jerrard bemerkt haben. Die Einführung von c^ = o in c, würde 
im allgemeinen sogar einen Ausdruck sechsten Grades zur Folge 
haben, wie bei der Gleichung c| + c^ = o. Die Gleichungen 
e^ — c^ — o erfordern analog die Auflösung einer Gleichung vierten 
Grades, während die Bedingungen Cj = c^ « o nebst der Gleichung 
ip*+iocj«?'-l-C5 = o sich auf den vorigen Fall zurückführen 
lassen, da für 

^^^^ ^»'"c*' ^^^'c,' w'^ + iors^'+ys^o 

erhalten wird. Die Bedingungen Cj = y^ « o steigen im allge- 
meinen wegen (^ + yj = o mindesteos auf den achten Grad, so 
daß eine weitere Grademiedrigung nur unter besonderen Verhält- 
nissen eintreten kann. 

9. 

Da mittels der elementaren Operationen der Radizierung die 
Gleichung 

w^ + 5^4» + 65 = o 

herstellbar ist und nur die Verhältnisse der Koeffizienten der 
TscHQtKHAUS -Transformation bestimmt sind, so kann man 5q so 
w3Uen, daß die EiSBKSTEiN^sche Gleichung %^ -^ X=^ ^ hervorgeht, 
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wodurch die Wurzel % Funktion eines einzigen Arguments wird. 
Schreibt man in der kanonischen Form 

^» = i6a^c*- 4oa*ft*c+ 25a'&*- 20a*&c*+ 45a&'c - 27b* + c', 

so folgt die Gleichung 

io^ + lobw* + 5(9b* - ^ac)w = + Sj, 

von der Briosohi gezeigt hat, daß auf Grund der Galois- 
HfiRMiTE^schen Untersuchungen die sogenannte allgemeine Jacobi- 
sehe Gleichung sechsten Grades in der KRONEOKER'schen Form 

(jp*-a)* - 4a(£;*-a)* -f io&(jef*-a)* - 4c(iEf*- a) + 5&* - 4ac « o 

auf jene Gleichung f&nften Grades zurückgefCUirt werden kann. 
Die Bedingung b ^o ergibt dann die JERRARD^sche Normalfonn 
mii einem wcsenüichen Parameter, welche namentlich von Hermtfe 
zur Wurzeldarstellung mittels elliptischer Modulfanktionen benutzt 
worden ist. Doch läfit sich eine solche Darstellung, wie Kronecker's 
Untersuchungen gelehrt haben, auch bei anderen Formen herbei- 
führen. 

Für a = o oder c = o, d. i. y^ = c^— 9^ = 20c^ — <j| = o, 
erhält man die zuerst wohl von Gordan so genannte BRioscEfsche 
Resolvente {Math, Anmalen^ Bd. 13, S. 399) 

y* + io6y*-h45fe*y = 8}/c^- 275*^ resp. = 8}/25a*6* - 275*, 

gleichfalls mit nur einem wesentlichen Parameter, w&hrend Edeim 
(Ihosaedtr S. 151, vgl. auch S. 105) das Verdienst, zuerst auf 
den Fall a — o seine Aufmerksamkeit gerichtet zu haben, für 
Kronecker in Anspruch nimmt. Kiepert und Gordan haben 
gezeigt, wie sich die BRiosoHfsche Form auf elementarem Wege 
ergibt, und zwar benutzt ersterer eine Substitution, welche für 
jB = 2) » o die Form annimmt: 

hfh-hVt-'-^, ÄCVi~i6C'-AE)b\, 

wo c und e' gleichftdls von der Aufistellung quadratischer Glei- 
chungen abh&ngen. Die Lösung erfolgt dann wie bei der Jerrabd- 
sehen Normalform durch Modulfunktionen. 

Nicht minder kann man für 9&' « 4ac, wie bereits bemerkt, 
die Normalform w*+ioc^ic;'-|-(%«o elementar herleiten. Da- 
gegen ist eine derartige Herleitung durch Badizierung nicht mehr 
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möglich bei yerschwindender DiBkrimiiiaiite D5, sowie für J=^o 
oder % » o, noch auch för 5&^» 4ac, weil in diesen Fällen die 
Gleichung für w elementar lösbar wird. In der Tat erhftlt för 
1)5 = die Gleichung i/;tr = o gleiche Wurzel/n, ftlr ^ = o ver- 
schwindet eine Wurzel ic; = o, und fftr ^4 =*= c^ — 4<^ = lOtf^ — 3 <y| == o 

^ w^+ ioc^to^ + zoc^io 4- C5 = o, 

während bekanntlich für ;gr = 2 8inM: sfi — $ g^ -\- ^ z == 2 sin $u wird. 



10. 

Zur Berechnung von a^ oder c^ kann man folgenden Weg 
einschlagen. Schreiben wir 

«7* = «y + by -f cy + d'y + e\ 

so folgt neben 

= 2(C*- 2E)a- 2 0c + 5c, 

<j, = 2 (C* - 2 JE;)a'-- 2 (7c'+ 5 e'. 
Um die Koeffizienten zu bestimmen, gehen wir aus von der Gleichung 
«?*= (ay* + by* + cy* + dy + c)* 

und erhalten: 
c= 2a6, jj«- Co*+ 2ac-hh^^ y = - 2Cab+ 2ad-\- 2hc^ 
a ^ {C^ - E)a* - 2Cac+ 2ae- C6*+ 26d + c*, 
5' = -Fa*+ 2{(fl - E)ah - 2C{ad-\-hc) + 2{he-\-cd), 
c = CiJa* - 2Fa6 - 2Eac - ^6* + 2ce -f (l^ 
(!'= CFa^+ 2CEah- 2Fac- 2Ead- Fb^- 2Ebc-\- 2dc, 
/ = 2 CFab - 2^ad - 2jPftc + el 

Damit ergibt sich 

tf,= 2(C*- 4C*jB+2jB»)a*+i4CFa2>- 2(7(C*-3^(2.ac + ft*)- 
-ioJP(ad+6c) + 2(C*-2j5J)(2ae+2&(l + c*)-2(7(2cc-fd^+56*, 

wo bei Einführung von b^b^ b^b^ die Übereinstimmung mit dem früher 
abgeleiteten Werte von ö^ erhellt. Vertauscht man aber abcde mit 
ab'c'd'e\ oder io mit to*^ so geht a^ in (^4 über und man erhftlt: 

6^^2(0^- 4(?E+2l^a^-hi4CFaV-2C{(?-3E){2a'c'hb'*)- 
-ioF{ad'+b'c) +2 ((?- 2 JßO (2 a e'4- 2 6'(r-f c »)~ 2 C(2 cV+<r«) f 5 e'^ 
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wttlireDd 

tfJ-4(C*-4C«^+4-E^a'*-8C(C»-2JE)aV+2o(C*-2jE;)aV-h 

+ 4CV* - loCcd + 25e'*. 

Hier hat man mm, um C4 ■» — -jCiy^ — jtf|) zu berechnen, 
die Werte zu substituieren: 

&' - - FftJ + f^&o^ - jßW - 2ftj63, 

0' « f C6J + \FW + 1(2 C* - JB;)6o«', -f (C^ - J?)&? + 

sowie durch Einführung yon a^^ A die Ausdrücke homogen zu 
machen. Da die Rechnung ziemlich weitläufig ist, so mag hier 
wenigstens die Abhängigkeit Yon h^ und \ untersucht werden. 
Wir setzen demnach \=^\^o oder w = ^2^«~^8^i ^^^ erhalten: 

Alsdann wird 
^4 - 2(C» - 2 JB)&J - |C(VC? - 2 JE)2>J«>| + ^CFhW + 

c^ - ^»^fej + 2^C(3^-E:4- 8C«)ft|5| - 4^*CF2>;&, 4- 

+ UJE;-2C«)(5^-E-24C'*)6}, 

2c, - 2>8 { 4^U^ - 60&I - ^•Fft^ft» - ^C{AE - ^(?)'b\\' 

Letzterer Ausdruck verschwindet nicht allein fftr 6j = o und 
«? = — -45jy, sondern auch wenn 

und zwar für bdiebige Werte der Faktoren a und |Ö, während 
^* = ii*-F» + 64^ C(4 C - ^Ä)(6 C* - 4JE0. 
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II. 

Zorn Schlüsse mögen noch einige Bemerkungen Platz finden 
über die Berechnung von t/;fr durch direkte Elimination von y 
aas den Gleichungen fy ^0 und w = cpy. Abgesehen von der 
Weitläufigkeit der Bechnung besteht die Schwierigkeit darin, zu 
bewirken, daß t|;tc? nicht auf einen höheren Grad als den mten 
steige, denn die Art. 9* S. 160 ausgesprochene Behauptung, 
wonach der direkte Rest r^ vom Grade i in Bezug auf ^ oder 
w werden soll, so daß r^ keine höhere Potenz als to^ erhalte, 
ist im allgemeinen nicht zutreffend. Vielmehr zeigt schon die 
S. 316 geführte Rechnung fQr m=5, daß der letzte Rest r^ 
nach Elimination von x dort die Form annimmt 

Man wird also in solchem Falle einen zu ermittelnden Faktor 
al»ntrennen haben. 
Sei 

/•= y* -hCy^ + Ey + F^o, 

w = ^ + fty' + cy* + (iy 4- p = <P4 

- / - ^y' + (C 4- b^)y^ - (Ch, -h h^)y + |(2 -E + Cb^\ 
so wird 

/'+ (y 4- b^Kw - 94) = ^y + <^y + ^V + e = 9« = o» 
&' = 5J - 6,, c' = - {b^b^ - 5j), 
€l^=^w'- |(7&8 + b^iCb^ + ftg), 
e^bi{w-E-lCb^) + F, 
wo zur Abkürzung w' = «r -f ^^ geschrieben ist. Femer 
6'*(ir - 94) + (b'y - b\ - c)(p^ = c'V + ct'y + c" = 9« = o, 

c" = - b'\C + &,) - c{b'b^ 4- c') 4- &'(^' 

= ibl - 2»,)(tr' 4- fCft,) -f 22^1 6,63 - 2»J - &J, 

e*"= 6'*(C&i 4- ftj) - er(6'2»i + c') + b'e 

-'(f>ib^-b^{w-\^lCb^)-\^(b\^b,KF^Eb,^Cb^)-^ibl-bMh. 
c" = y»(tt;' - JE - I C2>j) - c'(6'&i 4- c) 
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Um eine yerschwindende lineare Funktion {p^ abzuleiten, kann 
man drei verschiedene Ausdrücke bilden: 

oder 

oder endlich 

9i = «»y + ßs = p { «"V» - [(^^" - «'Oy + c'e"J9, } , 

Da d! ec'i'e" in Bezug auf «c; oder tr' linear sind, so steigen 
^o^^^s ^^^ ^^^ dritten Orad, und zwar sind die Glieder höchster 

Dimension 

(f = w . . , e ^ b^fr, c ' «= 6'fr, 

Daraus folgt, daß 

cj - CoCj « ft'-'K?« + b'V 4- • • 

Entsprechende Ausdrücke kann man für v\ — e^c^ und ^^ ^ %<3^ 
aufstellen, wenn auch die Berechnung der Koeffizienten einiger- 
maßen beschwerlich bleibt. Deshalb ist es nicht unwichtig, in dem 
Umstände, daß für b^ = (— x)* w in die Wurzel z der typischen 
Gleichung, folglich i|;tr = o in die letztere selbst übergeht, eine 
wirksame Kontrolle für die Rechnung zu besitzen. So muß für 
bi^{-xf 

c% = h^-9, Cj, = - Ä, c^ = f^g^ - 3^*, Cß = f^g^ - 2gh 

werden, wie man leicht direkt verifiziert; für x^ Xj^ folgt identisch 

w'* « logufl + ioÄtr*+ I5^w+ 2gh. 



Druokfertig erklärt 33. V. 1»05.] 



Zur Theorie 
der Funktionen zweier veränderlichen Größen. 

Von 
M. Krause. 

Im Folgenden soll die Theorie der Funktionen zweier ver- 
änderlichen Qröäen nach bestimmter Bichtong hin in Betracht 
gezogen werden. 

In der Theorie der Funktionen einer veränderlichen Größe 
gibt es eine Anzahl endlicher Snmmenformeln, die sich nach 
verschiedenen Richtungen, vor allem auch in der Differenzen- 
rechnung von Bedeutung gezeigt haben, so z. B. die TAYLORSche 
Formel, die MAC-LiAURiNSche Summenformel und die LAORANOESche 
Interpolationsformel. In der Theorie der Funktionen zweier 
veränderlichen Größen sind analoge endliche Formeln aufgestellt 
worden. Während nun in der Theorie der unendlichen Doppel- 
snmmen vor allem in neuester Zeit vielfach auf das wichtige 
Moment der verschiedenen Anordnung der Glieder hingewiesen 
worden ist, ist etwas Analoges bei den endlichen Doppelsummen 
bisher weit weniger hervorgetreten. 

Um bei der endlichen Tatlor sehen Reihe stehen zu bleiben, 
so wird dieselbe, soweit dem Verfasser bekannt, in den gebräuch- 
üehen Lehrbüchern der Differentialrechnung durchweg in der Form 
dargestellt: 

rtx+Ä,,+*)-r(^,y)+(gÄ+g.)+....i(gÄ+|.y"'+«.. 

Setzt man: 



doTd^ 






rfsf 



80 kann man die Glieder der rechten Seite, vom Reste abgesehen, 
folgendermaßen anordnen: 
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«00 + «10 + • • • «»-W + <»n-10 + «1 

+ «Ol + «11 H ««-21 + ««- 

+ a<« + «12 + «n-22 



nO 
»-11 



+ «0»-l + «1«-1 
+ «on 

Man kann füglich sagen, daß bei der üblichen Darstellnngs- 
weise die Glieder in ein Dreieck eingeordnet sind, daß sie eine 
Dreiecksanordnung besitzen. 

Der Rest besitzt hierbei eine schwerfällige Form, die sich 
für Anwendungen sehr wenig eignet. Nun gibt es aber außer 
dieser Taylor sehen Beihendarstellung noch unendlich viele weitere, 
bei welchen die Anordung der Glieder eine andere ist, vor allem 
eine solche, bei welcher die Glieder in ein Rechteck eingeordnet 
werden können. Derartige Darstellungen haben auch ihren Wert, 
ja es muß hervorgehoben werden, daß die Rechtecksanordnung 
die sich zunächst darbietende ist, wenn man von einer einfachen 
endlichen Summe zu einer Doppelsumme übergeht und auch des- 
wegen von besonderer Bedeutung ist, weil der Rest sich in ein- 
facher Weise darstellen läßt. 

Was von der Taylor sehen Reihe gilt, gilt von der Mac- 
Laurin sehen Summenformel und der Laorange sehen Interpola- 
tionsformel. Auch hier können neben der Dreiecksanordnung 
unendlich viele andere in Betracht gezogen werden, vor allem 
die Rechtecksanordnung. Letztere hat auch hier den Vorzug einer 
einfachen Restdarstellung. 

Hierauf soll im Folgenden näher eingegangen werden und 
zwar in durchaus elementarer Weise. Die Betrachtungen beziehen 
sich zunächst auf den Taylor sehen Lehrsatz zweier veränder- 
lichen Größen, der auf mehrfachem Wege sowohl in der 
Dreiecks- als in der Rechtecksform entwickelt werden soll. Die 
letztere Form gibt die Möglichkeit, analog wie es Prengsheim 
für die Funktionen einer veränderlichen Größe gemacht hat, die 
hinreichenden und notwendigen Bedingungen dafür aufzustellen^ 
daß eine reelle Funktion zweier veränderlichen Größen in eine 
unendliche Taylor sehe Reihe entwickelt werden kann. 

Es soll dann die Mac -Laurin sehe Summenformel in der 
Rechtecksform für Funktionen zweier veränderlichen Größen ge- 
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geben werden und endlich die LAaRAKOEScbe Interpolationsformel 
in ahnlicher Weise Terallgemeinert werden. Die letzten Betrach- 
tungen geben Anlaß auf das mehrfach behandelte Problem der 
angenäherten Kubatur näher einzugehen und einige praktisch 
brauchbare Annäherungsformeln aufzustellen, die sich auf die 
Integration über die Fläche eines Rechtecks und eines recht- 
winkligen gleichschenkligen Dreiecks beziehen. Die Formeln 
haben den Vorzug^ eine Abschätzung des begangenen Fehlers zu 
ermöglichen. Die Beziehungen der im Folgenden entwickelten 
Theorien zu den Arbeiten anderer Autoren werden an den be- 
treffenden Stellen näher angegeben werden. 

• 

« 
Erste Ableitung von Taylorsehen Sätzen zweier verfinderlichen 

OrQßen in yersehiedenen Formen. 

Es seien F{xy y) und G{x^ y) zwei eindeutige Funktionen 
der reellen Veränderlichen x und y. Wir wollen dann die par- 
tiellen Differentialquotienten: 

cr-^'Fjx, y) 
daTdy* 

kurz durch (r, s) bezeichnen imd analog die partiellen Differential- 
qnotienten: 

di-xfdi-yy 

durch (r, s)' und die Funktionen bilden: 

(i) 9)('-')(x, y) - (r — 1, s — l)(fn — r,n- s)'. 

Durch zweimaliges DifiPerenzieren folgt: 

-(r+l,Ä)(w — r+l,w-5)'-f(r-l,«-l)(w-r+l,«— s-fl)'. 

Nun kann in sehr verschiedener Weise vorgegangen werden. 

Wir wollen erstens r festhalten und s der Beihe nach die 

Werte 1, 2, n durchlaufen lassen, dann ergibt sich das System 

von Gleichungen: 



110 M. Kbauss: 

^^^^^ -(r, !)(».-,•,«- l)'-(r,0)(^-r,«)'- 
(r- 1, l)(t» - r + 1, n - 1)' + (r - 1, 0)(w - r + 1, «)', 

^^ÄlV) = (,, 2)(^ - r, « - 2)' - (r, l)(m -.,„-!)'- 
(r-l,2)(«. - r + 1, n - 2>'+ (r - 1, l)(m - r + 1, n - 1)', 

■ • • « 

^!^^U(r,«)(«.-r,0)'-(r,«-l)(,«-r,l)' 

-(r- !,«)(»» - r + 1, 0)' + (r - 1, « - l)(m - r + 1, l)'. 

Wir addieren die linken und die rechten Seiten, so ergibt 
sich die Gleichung: 

_ (r - 1, n)(w ~ r + l,0)' + (f~l, 0)(m-r + l,n)' 

Setzt man nunmehr an Stelle von r der Reihe nach: 1, 2, . . . tn 
und addiert, so ergibt sich die Formel: 

22 \ty^^ - (»^ ") (<*• <^)' - («»,0)(0,«)'-(0,n)KO)' 
' ' +(0,0)(«s«)', 

oder wir erhalten durch zweimalige Integration die Formel (2): 

^ * «0 y« 'o yo 

Jtf « (w, n)(0, 0)' - (tw, 0)(0, n)' - (0, «)(w, 0)' + (0, 0)(m, «)'. 

Diese Formel stellt im Gebiete der Funktionen zweier veränder- 
lichen Größen das Analogon zu der Formel (J) dar, welche 
Eboneckeb in einer Arbeit: „Über eine bei Anwendung der 
partiellen Integration nützliche Formel^^ im Jahre 1885 in den 
Berichten der Berliner Akademie fOr die Funktionen einer ver- 
änderlichen Größe aufgestellt hat. 

Auch sie kann, ähnlich wie die KBOMECKERSche Formel, zu 
den mannigfachsten Anwendungen benutzt werden. Wir beschränken 
uns darauf zu zeigen, wie aus ihr der TAYLORSche Satz för 
Funktionen zweier Veränderlichen abgeleitet werden kann. 
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Wir führen dazu die Integrationsyer&nderliclien u und v statt 
X und y ein, setzen: 

und wählen für G(u^ v) die spezielle Funktion: 



a{u,v) 



m\ n\ 



Es nehmen dann die Glieder der Summe auf der linken Seite 
die Form an: 

9><-)(ar, y) - q>^-*\x^, y) - q>^''\x, y^) + ip^'%x^, y,) 

oder also: 

Das letzte Glied auf der rechten Seite kann geschriehen werden: 

f(^^ y) — K^y y) — /"(«» yo) + Z'K» yo)» 

während die anderen sich als Doppelintegrale darstellen. 

Unter solchen Umständen finden wir für den Ausdruck: 

/*(«, y) — A^o» y) — fip^ %) + /"(^oj %) 

die Darstellung (3): 









wobei gesetzt worden ist: 






xo yo 
« y 



*o yo 

So yo 

Die Größen JRf'**) und Bf^^^ können durch einfache Integrale 
dargestellt werden und zwar wird: 
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■r© 



Wir können das Resultat etwas anders aussprechen, wenn wir 
^ '^ die Gleic&ungen erwägen: 









^ yo 

Dann folgt für die Funktion f(x^ y) die Darstellung (4): 



m n 



:s^[^jiTf\'^^ + «1- + '*--«'-"•• 



« 

wobei gesetzt ist:' 



* J au"'+* m! * J a»"+* nl ' 



*o yo 



* J-JL au"'+^a«"+* ml n! 

«0 y© 

Dieselbe Form^el "findet Niccolbtti^) in einer Arbeit, auf die 
ich nachv^^tigstellung dieses Aufsatzes aufinerksam wurde, auf 
etwas •anderem Wege. 

Wir können der gefundenen Darstellung noch eine andere 
Form geben. 

Setzt man an Stelle von u und v resp.: 



**-«o _j ^-y^ 



und 



ro 



^—«0 y — yo 

femer 

x^x^ + h, y =- yo + Ä 



i) Sülle Serie doppie di Taylor. Roma. Acc. L. Rend. (5) 10. 
pag. 467 seqn. 
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und schüefilich an Stelle von x^ y^ resp. x, y, so erhalten wir für 
die Darstellung (5): 

wobei gesetzt ist: 




1 





Die Größen £ haben wir in zwei verschiedenen Formen 
dargestellt unter Anwendung des ersten Mittelwertsatzes können 
wir sie auch schreiben: 

-"1 '^m + l aar'^ + i 

» n + 1 ay« + i 



Diese iSiüt^ee, bei denen anetmehmen ist, daß die sämiUchen Biffe- 

f(^. y) 



rentialquoiienten: r+#+» 



fiir r und 8 resp, gleich 0, 1, w und 0, 1, n im Becht- 

eck X, ff; x + h, y + k existieren, können als Taylorsche Sätee 
im Gebiete der Funktionen zweier Veränderlichen bezeichnet werden. 
Freilich sind sie nicht die einzigen. In der Art der Summation 
bleibt eine Willkür. Wir haben nach den Summationsbuch- 
Stäben r und s nnabh&ngig von einander von bis f» resp. bis n 
summiert. Die Form, in welcher sich dann der TAYiiOBSche Satz 
ergibt, kann ftlglich als Bechtecksform bezeichnet werden. Es 

Math.-pli7«. KlASu 1905. 8 
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ist nun nicht der Zweck dieses Aufsatzes die sonstigen Anord- 
nungen genauer zu untersuchen, hier von dieser Stelle möge nur 
kurz auf diejenige Art der Summierung hingewiesen werden, die 
zu der gewöhnlichen Form des TATiiOBSchen Satzes fährt, die 
ftlglich als Dreiecksform bezeichnet werden kann. 

Wir gehen dazu zu der Gleichung (la) zurück, bilden aber 
jetzt die Summe: 

^j j^ dx dy 
Für dieselbe ergibt sich der Ausdruck: 

-^(e»« - e - 1) (•• - e - 1,^)' + ^(^,y) (n - l,n - 1)'. 

Wir setzen: 



^ ' ^ n — 1! n — 1 



! 



und gehen im übrigen wie vorhin vor. 

Dann ergibt sich auf der linken Seite zunächst der Ausdruck: 

Auf der rechten Seite erhalten wir die Ghröße: 

fi^^y) - fi^o^y) — fi^^yo) + fi^o^y^) 

und neben ihr eine Summe von Integralen, die wir schreiben 
können : 



^=1.-1 * K 



Mit Hilfe leichter Betrachtungen ergibt sich hieraus för 
die GröBe: 

f{^>y) - n^o^y) - fip^yo) + fi^o^yo) 
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die Darstellmig (6): 



«— 1 n--r r-\-t 







(a: — «o)'' (y — 3/0/ _[. jj 



wobei gesetzt ist: 

«—1 « 









Zu der gewöhnlichen Form des TAYLonschen Satzes zweier 
Veiünderlichen gelangen wir, wenn wir die Entwickelungen hin- 
zunehmen: 



«0 

X 



+... pV(«.y.) l («niO! ■ /• 8''^V(t*.y.)(x-t«)" ^„ 



«> 



f(^.,y) - ^K,y,) + [^^] (y - y») 






. mi?>».yT \ (y-y,)" ■ f ÜlV(^i«) (y-^)" .„ 



^y' -.». 



Es ergibt sich das Resultat: 

Die Funktion f{x, y) kann in der Form dargestellt werden: 



n u—r 



.'' V p''" ^V(».y) 1 (ß-'>,f (y - y.)' . « . 




^V -"o», 

mobei gesdel ist: 

• "^J au«+*ay,- 



9 9! n — 9! 



^ 

Der Best kann in andere Formen gebracht werden, indessen 
kann davon abgesehen werden. 

8* 
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§2. 



Zweite Ablaituig des Tayleneheii Lehnalses cweier YeribiderlieheB 

GrVBei in 4er ReehteefeBfem. 

In einer anderen noch einfacheren Weise können wir die 
Rechtecksform des TAYLORSchen Satzes folgendermaBen erhalten: 
Wir legen die Funktion zugrunde: 

die wir auch schreiben können: 

1 

(2) F{x,y) = fix, p + k)- *^ r?!^^*^) (1 - e,)- dv. 
Sehen wir dieselbe als Funktion von x allein an, so folgt: 



dx' 








oder also wir erhalten die Darstellung: 



*" " »• + •/./_ -Airi« 



(3) r(. + ».,) + ^_^?llÄI.^>J,., 







^ ••> J a«"+» ^ ' 



Andrerseits folgt: 

F(a: + A, y) = fCx + Ä, y + Ä) 



_ *-:^ p-^7(x + Ay+J^ _ 



a^+^F(a; + ftu,y) ^ a'"-^ V(a; + ^^,y + ifc) 
1 
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Berücksichtigen wir diese Belationen, so erhalten wir für: 
die Darstellung (4) 

'•o..* r! 8\ "^ «1! 1 








dx dy 






wobei gesetzt ist: 

1 

/om + l 



Ö 



«.<-.. -^y^ 






Es ist das genau dieselbe Darstellung, die wir auf anderem 
Wege im ersten Paragraphen gefanden haben. Dieselbe setzt den 
TAYLOBSchen Satz fOr Funktionen einer Veränderlichen als be- 
kannt voraus und beruht auf einer Iterierung des Prozesses. 

Wir haben bei dem TAYLOBSchen 8atz f&r eine veränder- 
liche Größe eine bestinunte Bestform zugrunde gelegt, unter 
Hinzunahme anderer Bestformen werden sich fdr den Taylor- 
schen Satz zweier veränderlichen Größen auch andere Bestformen 
ergeben, z. B. die letzte im vorigen Paragraphen ftir die Becht- 
ecksform gefundene. Daneben machen wir auf die Form auf- 
merksam: 



Äj(»»«)«(l-Ö) 



dx 



m+l 



die sich aacb schon bei Nicooletti findet. 
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§3. 

Über die hinreieheideB md notwendi^n Bedingugei für die Ent- 
wiekelbarkeit von FnnktloieB zweier reellen Ytriablei nach der 

Taylorsehei Reihe. 

Wir wollen nuiunehr die Resultate der letzten Paragraphen 
dazu verwenden, um das in der Überschrifk dieses Paragraphen 
genannte Problem zu lösen. 

Wir senden einige allgemeine Bemerkungen voraus: 

Es sei die Doppelsumme vorgelegt: 

«00 + «10 H «mO 

+ «Ol + «11 -I «ml 

die wir durch /SL. bezeichnen wollen. Lassen wir m und n un- 
endlich groß werden, so geht dieselbe in eine konvei^erende 
unendliche Doppelreihe über, wenn: 

einen bestimmten Wert besitzt. Hieraus folgt, daß jedenfalls 

sein muß: 

lim a^^ — , 

lün(S--Ä«-i.) = 0, 

die drei Grenzwerte in der bekannten Weise genpmmen. Die 
beiden letzten Bedingungen können wir schreiben: 

l™(«mo+«mi+- ••««•) = 0, 

Nach diesen Vorbemerkungen nehmen wir an, daß für alle 
h und Ä;, die den Ungleichungen genügen: 

^ Ä < Ä, 0^k<B' (JR, Ä' beliebige positive Größen), 

die Darstellung möglich sei: 

Sicherlich werden dann die Differentialquotienten: 



r 
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für endliche Werte von r und s bestimmte Werte besitzen müssen, 
femer wird für die genannten Werte von li und A; die gliedweise 
Differentiation erlaubt sein. 
Wir erhalten demgem&ß: 

insbesondere wird fftr Ä = und m = resp. Ä = 0, n =« sich 
ergeben: 

aV(^ + ^> y) _ V y+ Y(a^, y) ^^ 

aai™ "-^ aa:^ay' r! 
Setzen wir nun in Gleichung (i): 



a"*+»A«,y)Ä'"ifc' 



= «m«' 



dad^dy"" m\n\ 

so erhalten wir die am Anfang dieses Paragraphen untersuchte 
unendliche Doppelreihe. 

Da sie konvergiert, so müssen sicherlich die Bedingungen 
erfüllt sein: 

lim a^„ =« hm l^-±ij. == q 

lini (ömo + ö«.i + ' • • ö««) = lim — / -^^ -^ ^ = 



^^^!^ 
oder also: 

ml a«^ 

Genau so folirt: 

n! dy"" 

Aus diesen drei Bedingungen, die jedenfalls erfüllt sein müssen, 
können wir die folgenden weiteren Folgerungen ziehen: 
Wir bilden den Ausdruck: 

f{x + Ä + Ä', y + Ä + Ä-) 
unter der Voraussetzung, daß die Ungleichungen bestehen: 
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80 wird derselbe gleich: 

Wir können diesen Ausdruck nach Potenzen von W und li ordnen 
und finden die Darstellung: 

^^ dofd^ r\s\ 

Wenn dieser Ausdruck aber konvergiert, so müssen die Be- 
dingungen erfüllt sein: 

mini d3^d%r 

Wir wollen diese Bedingungen die Bedingungen {Ä) nennen, dann 
folgt der Lehrsatz: 

Ais notwendige Bedingungen für die Entwickelung einer redien 
Funktion gweier verä/nderlichen Größen in eine unendUche Reihe 
von der Form: ^ , . , . 

jUj^ daTdy* rlsl 

für alle Werte von h und k, die den Ungleichungen Genüge leisten: 

0£h<R, 0^h<B' 

ergeben sich die folgenden: 

(i) f{x^y) muß für ade Werte x^ y im Beehteck x, y; 
X -\- B, y + B' bestimmte endUche DifferenHälquotienten jeder 
endlichen Ordnung besitzen. 

(2) es müssen die Bedingungen (A) bestehen. 
Es soll jetzt bewiesen werden, daß die notwendigen Be- 
dingungen auch die hinreichenden sind. Wir wollen dazu an- 
nehmen, daß der Satz bewiesen sei f&r das Innere eines Rechtecks: 

0,0; r,r\ 

Yorausgesetzt, daß: 

r<B,r'<B' 

ist und behaupten, er gilt dann auch für das Innere des Rechtecks: 

r\ r\ I B — r f B — r 
0,0; ^ + —2—» ^ + 2— • 
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In der Tat, nach Annahme soll, wenn: 

ri < r, r[ < r' 
ist, die Gleichung bestehen: ^ 

(0 «.+.., +o-55^i^'S^' 





ferner wird der Ansatz erlaubt sein: 

m n 



wenn unter B^^ die Größe verstanden wird: 

g^+ Y(g + n + ^1 ^'^ y + n' + ^1^") ^'"^ ^"'' 

und die Ungleichungen bestehen: 

< r^ + Ä" < JB, < r; + ä" < Ä'. 

Wenn nun der Best verschwände, so könnten wir die Ent- 
wicklung bis in die Unendlichkeit fortsetzen. Das geschieht aber 
nach Annahme, wenn: 

r^ + Ä" + Ä" < JB, r[ + k" + ä" < B' 

ist, oder also, wenn die Ungleichungen bestehen: 

T," ^ -R — ^i t"^:?lziüi * 

Ä <— g— ,Ä < — 2 

Wenn also diese Annahmen erfQllt sind, können wir setzen: 
(3) f{x+r^+h ,»+r,+* 0-^ Z ^^^ 1^\^ 

m 

Nun hatten wir die Richtigkeit der Gleichung (2) angenommen. 
Aus ihr folgt: 

BerAcksichtigen wir diese Ausdrücke, so können wir 
Gleichung (3) schreiben: 
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V! 



oder, wenn wir: 

# Tj + ä" = ä, Tj + k" = Ä; 

setzen, so folgt das Resultat : 
Die Entwicklung: 

gilt für alle A und Ar, die den Ungleichungen Genüge leisten: 

< n + — 2~i , k<r^ + — ^ , 

und das sollte gerade bewiesen werden. 

Die Schlüsse stützten sich wesentlich auf die Annahme, daB 
die Richtigkeit der Gleichung (i) innerhalb der angegebenen 
Grenzen bewiesen sei. Das ist aber der Fall, wenn wir 

r ^=^ —^ r ■" -o" setzen. 

Damit sind wir, wie wohl nicht näher auseinander gesetzt 
zu werden braucht, am Ziele und haben die notwendigen Be- 
dingunyen audi als die hinreichenden nachgewiesen. 

In bezug auf den Inhalt dieses Paragraphen werde auf die 
schon genannte Arbeit von Nicooletti, daneben auf eine Arbeit 
Yon Biermann im 48. Bande der mathematischen Annalen und 
auf eine Arbeit von Pringsheim in den Mathematical Papers 
read at the international mathematical congress Chicago 1893 
pag. 288 sequ. verwiesen. In der Arbeit von Nicooletti wird 
dasselbe Problem in anderer Weise gelöst. 

§4. 

Erste Ableitiui^ der Mac-Laniinschen Smmenformel fftr Puktionen 
zweier veränderlichen Größen in der Recktecksfora. * 

Aus den Untersuchungen der früheren Paragraphen folgt die 
Formel : 

f{x + h,y\-h)-f{x + h,y)- f{z, y + k) + f{x, y) 
^^ daTdy' '^'■'^ 2«»! '^"^ 8n! '^ 2ot! 2n! '^ ' 
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wobei für die Größen B die folgenden Ausdrücke gewählt werden 
mögen: 





1 








1 1 



Wir wollen die linke Seite kurz durch F(xj y) bezeichnen. 

dF dF 
Sodann bilden wir die analogen Gleichungen für ^, ^ usw. 

bis zum 2m — Iten DüBferentialquotienten nach x und dem' 
2n — Iten Differentialquotienten nach y. Die beiden ersten 
Gleichungen werden dann lauten: 

^Z =. V V y^"^V(a^. y) ^ . . . . 



%m Sn-l 



dy ^^ daTdif-^^ ^^«^ "^ ' 
wahrend die letzte Gleichung lautet: 

g8m-h»N->j,(^^ y ) _ a^"+'"- V(a?, y) , , , 

Wir multiplizieren die auf diesem Wege gewonnenen 
Gleichungen der Reihe nach mit den Größen 

r\ 8\ 

wobei r die Werte 0, 1, • • • 2wi — 1, & die Werte 0, 1, • • • 2n — - 1 
annehmen kann und die Größen h die Entwicklungskoeffizienten 
sind von: 



e" 



^ - 1 + ft^t; + 6, j^ + • • • • 
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Dann ergibt sich links: 

*yj 'y, y+'F(x, y) MX*; . 

Auf der rechten Seite erhalten wir zun&chst das Glied: 

dxdy^ 
dann folgt ein Restglied, das wir schreiben können: 

2m! " ^1 ■*■ 2n! ^» "^ 2fnl 2n! '^^ 

um die Größen 8 zu bilden, nehmen wir zunächst die ersten 
Teile der entsprechenden Reste von; 

Dieselben lauten: 





Diese Größen sind zu multiplizieren mit: 

l,A*l,iTä'-- 2m-l! 
und zu addieren. Es ergibt sich der Ausdruck: 

wobei flbr 9>(u, 2m) gesetzt ist: 
(1 _ u)»m + (2m\\(l - uj'^'-i + . . . (2mX&,«-i(l - u\ 

Damit ist dieser Teil der Restglieder erledigt. 



2m 
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Wir nehmen nunmehr die Ausdrücke: 

dF d*F d^'^F 

und operieren mit ihnen analog wie vorhin. Es tritt dann an 
Stelle der Klammem in den Integralen die Größe: 

dx^'^+^dy ' da^'^-^^dy 

daneben tritt der Faktor lc\ hinzu. 
Es ergibt sich also die Qröfie: 



So geht es weiter, schließlich erhalten wir: 
^^ ^ *'s«— 1 

SM 



Alle diese Qrößen sind zu addieren. 
Setzen wir für den Augenblick: 

^""*"V(« + Äw,y + ifc) / . ,. , 7N 

— g^i;;-n'^^ = t(^ + Än, y + *) 

etc., 

so tritt in der gesuchten Summe jedenfalls die Größe auf: 

'^{x + Ä«, y + Ä;) — H>{x + hu, y) 

, ^2^ / afft(a: + A«,y + A;) _ d^{x + hu,y) \ 
*\ dy dy ) 

m 

^""^b^n^i ( d^^'^^^jx + hu,y + k) a^*^^^(a; + hu, y) \ 

"^ 2w-i! \ ay*"-^ ay**-* / 

und diese Größe ist gleich: 

1 
,d'if(x + hu,y) , Jfc*"+^ /*a*"+*i^(a? + Äu, y + Ä:v) . ^ >,- 
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Unter solchen Umständen wird unsere Summe: 

1 






dy 
' 



1 1 



+ 






Analog ergibt sich ein zweiter Teil: 



ö— r— I ' _/, — ^9>(t?, 2n)rfr 



Q a^ay 



1 1 






Endlich wird als dritter Teil die Gröfie auftreten: 

1 1 



am! an! ^ J ^»-n7y«4i > ("» 2«)»'(«'. 2«)d«d«. 

Fassen wir alles zusammen, so können wir den Größen 8 
die folgenden Werte geben: 

1 

1 

jSL =- f ^ , ' — -^yo. 2n)at7, 



1 1 



Ä. - / / 3^«+igy».+I »(«> 2m)g.(f;, 2i.)du«lt». 

Unter solchen Umstanden erhalten wir den 

Lehrsatz: Bezeichnet man den Ausdruck: 

f(x + h,y + k)-^f{x + h,y)^f(x,y + k) + f(x , y) 
durch F{x, y) so findet die Beziehung statt: 

-^ ^ a^ray* »•!"•! " ** aa;ay + '*' 
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wobei S gleich: 

2m! ^1"^ 2n! « "•" 2m! 2nl » 

gesekt ist und £>], /S^, S^ die vorhin angegebenen Werte besiteen. 

Damit sind alle Schwierigkeiten überwunden, alles weitere 
denten wir nur knrz an. 

Wir setzen an Stelle von x nnd y resp. aj + (»Ä, y + ak 
und lassen q und a nuabhängig von einander die Werte annehmen: 

0, 1, • -jp— 1; 0, 1, • • g— 1, 
dann ergibt sich abgesehen von einem Beste fQr die Summe: 

hky v ^V(^+^^>y+^^) 

4^ j^ dxdy 





der Ausdruck: 






» 



wobei gesetzt ist: 

^{^ P)^f(^+P^y + q.^)-f{x+ph,y) — f{x,y + qk) -{- f{x,y). 

Der Rest nimmt die einfache Form an: 

wobei diese letzte Summe wohl kaum weiter ausgeführt zu werden 
braucht. Der Best hat eine Form, die eine Abschätzung seines 
Wertes in einer Anzahl von Fällen zuläßt. 

In solchen Fällen dürfte die gefundene Formel zur an- 
genäherten numerischen Berechnung von Doppelsunmien heran- 
gezogen werden können, indessen würde es den Bahmen dieser 
Arbeit übersteigen, hierauf näher einzugehen. 

§5. 

Zweite Ableitung der Mae-Laiiriiiselien Sunmenfonnel für Funktionen 
zweier veränderlichen Größen in der Rechtecksform. 

Auf einem noch einfacheren Wege können wir die Mac- 
LAUBiKSche Summenformel des vorigen Paragraphen folgender- 
maßen ableiten. 
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Nach der bekannten Formel für Funktionen einer veränder- 
lichen Größe ergeben sich fQr die AuBdrCLcke 

2m— -1 -. 

<^ yF(a!. y) 6r* 
y V+^.F(a;, y) Kj^ 

• • • 

die resp. Darstellungen: 

j^( dnx,y + k) _ dfjx, y )\ 
\ ^a; dx / 



+ 



2m! 
ö 






/ 8V(x,y4-t 8V(J,y) \ 
\ 3«ay dxdy / 



+ *^ 



2^/ V a««'»+iay da^-^+^dy >(~'2«)''«' 

• • * • 

V dxd^'-^ dxdy*'-w 

^ 

Diese Gleichungen multiplizieren wir der Reihe nach mit: 

li ^*» ^2!' ■" ^«-I 2n-1M 
und addieren. Es ergibt sich dann einerseits die Doppelsumme: 

Sni — 12«— 1 __ ,rv« 

Andrerseits erhalten wir zun&chst die Summe: 
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die wir auch schreiben köonen: 

1 

ük ä-4- + -z—r Ä f IrrV — - <p(t\ 2n)dv. 

Es ergibt sieb dann weiter eine Sunune von Integralen. Fassen 
wir dieselben zusammen, so tritt innerbalb des Integralzeichens 
jedenfalls die Summe auf: 

die wir schreiben können: 

* a«»-+'ay ~^/ — a«»«+^ay»-+^ — »>(«'. 2«)dt. 

Fassen wir alles zusammen, so ergibt sich die Formel (i) des vorigen 
Paragraphen, die als die fundamentale bezeichnet werden kann: 

2m — 1 2n — 1 ,r.« 

In bezug auf die letzten Paragraphen werde auf die Arbeit des 
Verfassers verwiesen: Über Bemoullische Zahlen und Funktionen 
im Gebiete der Funktionen zweier yerftnderlichen Größen. Berichte 
der K. Sächsischen Gesellschaft; der Wissenschaften. Leipzig 1 903. 

§ 6. 

Aafstelliuig von InterpolationsformelB im Gebiete der Funktionen 
zweier TeränderlieheB Größen in der Reehteeksform. 

Wir wollen nun zeigen, daß auch die LAGBANOssche und 
andere Interpolationsformeln im Gebiete der Funktionen zweier 
verSnderlichen Größen Analogien in der Bechtecksfoim haben. 
In diesem Paragraphen beschränken wir uns auf die Ableitung 
der einfachsten hierhin gehörenden Formeln, die wir überdies, 
um möglichst elementar vorzugehen, einzeln ableiten wollen. In 
bezug auf diese Untersuchungen möge vor allem auf die Differenzen- 
reehnung von Makkoff verwiesen werden. 

Wir legen unseren Betrachtungen eine Funktion f{x^ y) zweier 
veränderlichen reellen Größen zugrunde, verstehen unter y^y 

lUth-phyi. KlftMe 1906. 9 
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y%^ ... y^ beliebige Werte von y und definieren zwei weitere 

Funktionen 

ilf{y) und F(x,y) 

durch die Gleichungen: 

Wenden wir dann dieselben Schlüsse an, wie sie in der Theorie 
der Funktionen einer veränderlichen Größe Üblich sind, so folgt: 

(3) f(-.y) = J^(-,y) + ^^^^g^, 

wobei 1} eine mittlere unter den Zahlen: 

bedeutet, die noch von x abhängen wird. 

Wir wollen femer unter x^^ x^, . . . x^ beliebige Werte von 
X verstehen, femer tp(x) durch die Gleichung definieren: 

(4) 9(«) - (« - iC,) . . . (x - xj, 

80 können wir andrerseits setzen: 



r^m 



^ '^'^ jLi X — X^ 9>(«r) 



ip(x)d^(Fly) 



ml ag** 

rs=l 

wobei £ einen mittleren Wert unter den Größen: 

Xj, Oj, . . . a;^, X 
bedeutet. 

Aus Gleichung (2) ergibt sich dann: 

vfT tl^ — v^yy f(^r^ y,) y(«)^( y) , 5^^ ^^(6» y) 



und mit Hilfe der Gleichung (3): 

r « 

*(y)aV(a;,»i) 



)*(y) , qpC«)?"!^«,») 



+ 



n! dn" 
tTnter solchen ünutSnden erhalten wir den folgenden 
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Lehrsak. IHe FunMion 

r s 

stimmt an den Stellen x^, y^ mü der wüUcärlicfi vorgelegten Funktion 
f(x,y) iüberem. Sie steüt die letztere angenähert dar tmd zwar 
ist der Fehler gleich: 

ioobei die Größen £, ti und F(x, y) die vorhin angegebene Be- 
deutung besitzen. 

Wir gehen nun einen Schritt weiter und definieren eine 
Funktion JP(rr, y) durch die Gleichung: 

wobei gesetzt ist: 

Diese Funktion F(x^y) kann dann auch geschrieben werden: 

^(^, y) = /(^, y) ;;^-j -^^^rnr-^ 

wobei 1} wieder einen mittleren Wert unter den Größen: 

yn y»» • • • yn7 y 

bedeutet. 

Die Funktion hat dann an den Stellen: 

^» Pii ^t ^iy • • • ^> y« 

dieselben Werte wie f(x,y)y daneben stimmt der partielle 

Differentialquotient 

dFjx, y) 

8y 

för jfaa^^ überein mit dem partiellen Differentialquotienten: 

mx. y) 
dy 

Als Funktion von x allein aufge£Bkfit können wir F(x, y) in die 
Form bringen: 

r 

9* 
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Auf Grund leichter Transformationen ergibt sich dann die Dar- 
stellung: 

(8) rt«.»)-2'2'Sf^^.o) 

r J 

r 

p ?>(^ a^J^tf^y) , (y~yi)t(y) if^'fip^.^) 

Wir können die Gleichung auch folgendermaßen schreiben: 

(9) fix, y) -^2!^^''^' ^'^ y>r)»'(y.) 



, *(y) v>< J^rrLo. » 



wobei ^^ den Wert besitzt: 

. ^f(x„ y.) -^ <(y.) ^, 

^ — d^- ~ 2, VW) ^^'' ^'^ 

und i2 der vorhin angegebene Best ist. 

Unter solchen Umst&nden erhalten wir den 
Lehrsatz: Die FuvkUon 

vi^., ^ yr(^)^«(y) , ift(y) VI. yr(^) 

hol an dm Stellen 

^n y, 

dieselben TTer/e irie /*(a;, y), daneben stimmt der partidle DifferenUal- 
quotient derselben nach y an den Punkten: 

mit dem partiellen Differentialguotienten der FufMion f(xy y) naeh 
y iiberem. 

Sie stdU die FunkHon f{xjy) angenähert dar, und zwar ist 
der Fehler gleich: 

9(P^ ^F{1 y) (sf-yMiSf) a""*- V(g, 1?) 
m\ ^jm "*" n + ll a^«+i 

Ein analoger Satz könnte durch Vertauschung von x und y ab- 
geleitet werden. 
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Etwas aUgemeiner können wir folgendermaßen verfahren. 
Wir definieren eine Funktion von x und y durch die Gleichung: 

(.o) Fi^ y) .^fi., y,)V,it,) - >|) '-^ , 

dann ist nach bekannten Regeln: 

Andrerseits eibalten wir ftir F{x, y) als Funktion von x allein 
sii^£ftßt die Darstellung: 

wobei gesetzt ist: 

Mit Hilfe leichter Operationen ergibt sich hieraus fär f{x^ y) die 
Darstellung: 

"^ »'(«,) ^ a«. •^''^ "^ 9'(ai)t'(y.) a«iay, "^ ' 

wobei der Best die Form annimmt: 

»-fi! af+^ n+ii a,j"+» 

Sehen wir von dem Beste ab, so können wir unseren Ausdruck 
auch auf die Form bringen: 

(, \ 'W/-/' \ ^rW».(y) . »(y) V>< ^'•^''^ 

'■" ' ^ ^ ''>*" *'^ »'(«r) *' (y.) *'(y.) ^ •■ 9''(*r) 

"^ »'"(«.) ^ ^' t'(y.) v'w*'(y.)' 

wenn unter ^^, S,, C die Grßßen verstanden werden: 

. sfj'ry Vi) _ yr ^C^»-' y.)^»(y') 
'*'•" ay, ^ *'(y.) ' 

a/'fo , y.) _ x7 /'(«,. y.)»;(«i> 
•^•~ a*. ^ »'(«;) ' 
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Unier solchen Umständen erhalten wir den 
LeJirsatz, Die Funktion: 

Wz-r ^ yr(^)'».( y) , j0(yj_ Vj ^'•^^^ 

/<a^ erstens an den Stellen: 

^r. y. 

dieselben Werte wie f{x^ y). Zweitens summen die ersten par- 
tieUen JPifferentialquoUenten nach x resp. y an den SteUen: 

«n y, resp. x^, yj 

mit den entsprechenden DifferenHaiquotienten der Funktion f{x^y) 
üherem, und endlich drittens ist der zweite partim Differential' 
Quotient nadi x und y im Punkte o^, y^ gleu^ dem entsprechenden 
Dlffereniidlquotienten von /*(«, y). 

Sie Stent die Funktion f{x^ y) angenähert dar, und zwar ist 
der Fehler gleich: 

^-5^iK5) d^-^^F(l y) (y-y,)^{y) a*-^ V(ag, ij) 
w+l! a|"»+i "^ n+l! aij"+* 

§7. 

Angenäherte Bereehnong von Doppelintegralen, welche iher die Fliehe 

eines Rechtecks erstreckt 



Wir wollen die Besultate des Yorigen Paragraphen dazu 
anwenden, um die angenäherten Werte Ton Doppelintegralen an- 
zugehen, die über die Fläche eines Bechtecks erstreckt sind. Die 
Seiten desselben mögen den Koordinatenachsen parallel sein, so- 
daß das zu untersuchende Integral die Form hat: 

j jf{^,y)dxdy. 



a 6 
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Wir beschränken uns in diesem Paragraphen auf die einfachsten 
Fälle und nehmen erstens an: 

w = 1, n — " 1. 

Nach dem ersten Lehrsatz des vorigen Paragraphen folgt dann 
der Ansatz: 

oder also wir erhalten: 

(0 Xr (*. y)^^^y - («i - «)(''i - ^)f<<'i . yx) + «, 

a b 

wobei R die Form annünmt: 

ab ab 

In gewissen F&Uen können wir dieselbe yereinfachen. 

Wir wollen dazu an Stelle von x^^ y^ der Reihe nach setzen: 

Es ergeben sich dann für das Integral: 

f{x,y)dxdy 

a b 

die Darstellungen: 






(a.-a)(i,-6M«,ft)+<5rf^i^((«,-«)^+(^-*)-^), 
K-a)(^-&y(a,,6)+ ^^'-y--'') (-(a,-a) ^:^+(6,-fe)££|^). 

Fünftens wollen wir den Punkt x^y^ in den Mittelpunkt des 
Bechtecks legen. 

Dann kann der Best mit Hilfe des Taylor sehen Satzes in 
besonders einfacher Weise dargestellt werden. In der Tat, es ist: 
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wobei die Größen £ und i} die früher angegebenen Werte besitzen. 
Setzt man nun: 

^l"= 2 ' ^1 *" 2 ' 

SO ergibt sich das Resultat: 

Der Wert eines Doppelintegrals erstreckt über ein Rechteck 
hat angenähert den Wert 

(a,-a)(ft,-J)^(?4^. ^). 
Der Rest hat die Form: 



24 dt* "^ 24 dn^ 24 24 dt^^dri"* ' 

Wir nehmen zweitens an, daß m und n den Wert 2 besitzen 
möge, und zwar soll die Untersuchung nicht für allgemeine 
Punkte 0^1, ^j; o^, y^ durchgeführt werden, sondern sofort für: 

J^i = «» ^1 = ^; ^i =• «1» ys == ^• 

Wenden wir dann wieder den ersten Lehrsatz des vorigen 
Paragraphen an, so folgt, daß wir für f(xy y) den Ausdruck setzen 
können: 



1 ^/_ r \ (g — a)(y — 6) 



Der hierbei begangene Fehler hat die Form: 

1-2 ag* ■*■ 1-2 aij* 

Hieraus ergibt sich der 

Lehr satt: Der Wert des Doppeüntegrales : 

f{x,y)dxdy 

a h 

kann amgenahert dv/rck den Äuadmck dargestellt werden: 
i(«i - »)(»! - b)if{a, b) + f{a^, b) + f(a, b,) + f(a,, b^)) 



II 
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Der FMer hesitet dm Wert: 

- "■-1f--" ((.h-.)'^^ + (».-»'g^;.^) 

Wir nehmen jetzt drittens an, das m und n gleich 2 resp. 3 
sein mögen. 

Fflr die Punkte xy wählen wir von vornherein die Werte: 

«1 = a, «3 - 04; yi = 6, y^ == — 2 ' y» "" ^^' 

Wir stellen /*(a;, y) nach dem zweiten Lehrsatz dar. Es 
ergibt sich dann von dem Faktor 

1 

(«1— «i)(ys— yi)' 

abgesehen zunächst der Ausdruck: 

2(«— fl?i)(/'(a?t, yi)(y — y%){y-y^) - 2/*(a?„ y^{y—y^){y-'yx) 

+ /*(^i ys)(y - yi)(y - %)) 
- 2(«- a;,)(/'(^i, yi)(y -yt^y-yz) - 2/'(xi, y^Xy-y^Ky-yi) 

+ /"(^T y8)(y - yi)(y - yi))- 

Zweitens ist die Größe zu bilden: 

indessen können wir von derselben absehen, da das entsprechende 
Integral verschwindet. Es bleibt somit nur noch der Rest zu 
betrachten dbrig, den wir schreiben können: 

(y - yi)(y - y^^iy - y ») ^ V(^> v) + (X'-x,){x^x ,) d'F(^y) 

4! dri* 2! aj* 

Unter solchen Umständen erhalten wir den 
Lehrsatz i Der Wert des DoppeUntegrales: 

f(x^y)dxdy 

a b 

kann angenähert durch den Ätisdruck dargestellt werden: 



II' 
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Der Fehler kann in die Farm gebracht werden: 

12 — Viöi~2-j "ä^ + c«i - «) —w^—y 

Entwickelt man das bestimmte Integral, sowie den angenlLherten 
Wert nach Potenzen von a^ — a^ tj — 6, so stimmen die Ent- 
wickelungen überein in den Potenzen: 

(a,^aY(b,^by 

für r gleich 0, 1; « gleich 0, 1, 2, 3. 

Der Fall m » 3, ti » 2 ist analog zu behandeln. 

Wir nehmen schließlich in diesem Paragraphen den Fall: 

1»=, 3, n« 3 

und zwar wollen wir von vorneherein setzen: 

a + a^ 
Xj = a, ^2 ■" 2 9 ^5 ■* ^i» 

yi = ^i y»-— |-^i ^8 = ^1- 

Wir stellen f(x^ y) Yermitt.els des letzten Lehrsatzes des vorigen 
Paragraphen dar. Wir können uns dabei auf die Doppelsumme 

und auf den Best beschränken, da die Integrale über die anderen 
Glieder verschwinden. Es möge in bezug hierauf auf das 
MARKOFFsche Lehrbuch pag. 57 sq. verwiesen werden. Setzt man: 

so ergibt sich mit wenigen Schlüssen der 

Lehrsatz: Angenähert wird das Doppelintegral: 

/j7(«, y)äxdy 

a b 

durch den ÄusdrticJc dargestellt: 
. Der Fehler kann in die Form gebracht werden: 
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Entwickelt man das bestimmte Integral, sowie den angenäherten 
Wert nach Potenzen von o^ — a, h^ — 6, so stimmen die Ent- 
wickelangen überein in den Potenzen: 

för r gleich 0, 1, 2, 3, 8 gleijji 0, 1, 2, 3. 

Die somit gefundene Regel kann als Verallgemeinerung der 
SncpsoMSchen Regel angesehen werden, wenn man von der Inter- 
polationsformel in der Rechteoksform ausgeht. Von anderen 
Gesichtspunkten ausgehend hat dieselbe schon Sheppabd in der 
Arbeit „Some Quadrature-Formulae^^ Proceedings of the London 
Mathematical Society Vol. XXXII, IQOI, aufgestellt, indessen 
ohne Bestbestimmung. 

Geht man von anderen Interpolationsformeln aus, so kommt 
man zu andern Verallgemeinerungen. Wählt man die Dreiecks- 
form, so konunt man zu den Resultaten, die Biermann in seiner 
Arbeit „Über nfthemngsweise' Kubaturen*'. Monatshefte fQr Mathe- 
matik und Physik^ Band 14 entwickelt. 



§8. 
VerallgeMeineniBg der Resnltate von Paragraph 6. 

Die Resultate des Paragraphen 6 können wesentlich verall- 
gemeinert werden. Wir beschränken uns auf die folgenden Be- 
merkongen. 

Eine Funktion von x und y werde definiert durch die 
Gleichung: 

dann ist 

(2) F(x, jt) = f(x. y) — Xi — 

Hierin sind: 

ganz bestimmte Funktionen von y, welche von der Wahl der 
Funktion f(xj y) unabhängig sind, hier aber nicht näher an- 
gegeben werden sollen. 
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Sehen wir F(xj ff) als. Funktion von x allein an, so er- 
halten wir dafür die Darstellung: 

Jfc + m! ar**"* 

Hierin sind: 

ganz bestimmte Funktionen von x^ welche von der Wahl der 
Funktion Y(a;, y) unabhängig sind. Hieraus folgt fOr ({x^ y) die 
folgende angenäherte Darstellung: 

(3) -Si+Ä,, 

wobei gesetzt ist: 

rsl #=1 '^^ 



Der Best hat die Form (4): 



+ 



(«-ar.)»...(x-x,)«(aj-a:,^i)...(a:-a;ja'«+*i'U y) 



Unter solchen Umständen erhalten wir den 

LehrsaUz: Der Ausdruck (3) hai erstens an den Stellen: 

x^, y,; r : 1 , . . . w, « : 1, . . . n, 

dieselbefi Werte wie f\x, y). 

Zweitens stimmt der erste partieüe BifferentialqiMtienl nocA x 
an den Stellen: 

a:^, y,; r : 1, . . . Ä, s : 1, . . . « 
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^uuh ff an den Sieüm 

^ri y*? ** • ^> • • •*•> s : 1, . . . / 

überem tnit dem entsprechenden DifferenticdguoHenten von f(xj ff). 
Endlich drittens ist der partielle Ziceite Differentialquotient nach x 
und if in den Fimkten: 

x^, y,\ r:l^ . . . k; 8:1, . . . l 

gleidi dem entsprechenden von f{x, y). 

Der Ausdruck (3) steUt demgemäß die Funktion f(x, «/) an- 
gentUiert dar. De»* Fehler hat die Form (4). 

§9. 
VerallgeMeneniB^ der Resultate von Paragraph 7. 

Ans den Betrachtungen des vorigen Paragraphen folgt, daß 
das bestimmte Integral der Funktion f(x, y\ erstreckt über das 
Bechteck ah\ Ck^h^y angenähert in der Form dargestellt werden 
kann: 

wobei die Größen A, B, 0, D unabhängig von der Wahl der 
Funktion f(x, y) sind. Wir wählen nun die Größen x^, y^ so, 
daß die Größen 

-^r*» ^r*i ^rs 

sämtlich der Null gleich werden. Es geschieht das, wenn die 
Gleichungen stattfinden: 

(4) I sf^{x)dx = 0, r : 0, 1, . . . Ä: — 1, 

a 

(5) J^^(3i)dy^o, «:0, 1, ... Z-l. 

Der Best stellt sich dar als Doppelintegral des Ausdruckes (4) 
vom vorigen Paragraphen und zwar erstreckt über das Bechteck 
ah\ a^\. Er wird Null für alle Funktionen, die ganz und 
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rational in x und y sind und zwar in x von einem Orade kleiner 
als A; -{- m, in y von einem Grade kleiner als ^ -f n. 

Analog wie im Gebiete der Funktionen einer Yerilnderliclien 
(siebe Markoff pag. 66 sequ.) können jetzt eine Reihe von Einzel- 
fällen betrachtet werden. Wir wollen uns auf zwei derselben 
bescbrftnken. Wir setzen erstens: 

Dann kann gesetzt werden: 

W g>W = 2^. ..^,4.1 J^ * 



(5) *(y) - 2n..'n+i 



<r(y-6)"(y-V 



Unter solchen umständen erhalten wir den 

Lehrsatz: Wählt man die Größen x^ und y^ als Wuredn 
der durch die Gleichungen (4) und (5) bestimmten Gleichungen: 

so wird das bestimmte Integral 

f{x,i)dxdy 
angenähert durch den Ausd/rudc dargestellt: 

iTO&e» gesetet ist: 









'(^r) ^' WJ ^ (« - «r) (y - y^ ^• 



D«r JBesf («< ^leicA <lem i>(>f?pelifi^e;^a2e der Funktion 

erstreckt ilher das Rechteck ab; a^b^. 

Die Großen Ä^^ können in eine einfachere Form gebracht 
werden, indessen beschränken wir uns darauf , auf eine Arbeit 
von Chbibtoffel im 55. Bande des Crelleschen Journals zu ver- 
weisen und zwar auf Seite 69 derselben. 
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Folgt man dem Oedankengange von Mabkoff, so kann auch 
der Best einfacher geschrieben werden. Anch das soll nicht weiter 
ansgefahrt werden, wie denn überhiaupt die Restbetrachtungen 
fortan kürzer gehalten werden sollen. 

Dieser Satz kann als Verallgemeinerung des bekannten 
6AU88ischen Lehrsatzes über die angenäherte Berechnung einfacher 
Integrale in der Theorie der Doppelintegrale angesehen werden und 
zwar als eine der möglichen Verallgemeinerungen. Dieselbe findet 
sich schon in einer Arbeit von Mindino im 6. Bande des Grelleschen 
Journals, wenn anch in anderer Weise dargestellt. Es möge in 
bezug hierauf auch auf den Bericht Ton H. Burkhardt „Über 
Entwicklungen nach oszillierenden Funktionen^^ im lo. Bande 
des Jahresberichts der Deutschen Mathematiker -Vereinigung, 
pag. 978 sequ., sowie auf die Arbeit von Biermann „Zur an- 
genftherten Quadratur und Kubatur'' im 1 4. Jahrgange der Monats- 
hefte für Mathematik und Physik verwiesen werden. — 

Wir wollen noch einen zweiten Fall kurz andeuten, den Fall 
namÜch: 

*=»«»-2, I««-2, ir„_i=»a, «,« = a,, y«-i=-^ y» =- ^• 

Es geschieht das, weil derselbe zu einer Verallgemeinerung der 
entwickelten SiMPSONSchen Regel im Gebiete der Doppelintegrale 
führt. 

Wir haben durch die Formeln (4) und (5) bestimmte Funk- 
tionen von X und y definiert, deren Orad resp. gleich m und n 
ist. Dieselben haben wir durch g>(x) und i|;(^) bezeichnet, ohne 
bei dieser Darstellungsweise den Grad kenntlich zu machen. Wir 
wollen dieselben jetzt durch 



bezächnen. 

tietzt 


man 


9"(a;) und ^"(y) 
dann: 


(6) 








(7) 









und versteht unter x^^ x^t ' ' ' ^m ^^^ Wurzeln der Gleichung: 
(8) 0{x) = <p^{x) + u„q,^-\x) - 0, 
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unter tfi^ ' ' ' 9% ^^ Wurzeln der Gleichung: 

(9) ^(») -r(ff) + ßnr- \y) - 0, 

so ergibt sich der folgende 

Lehrsatz: Wählt num die Größen x^ und y^ als Wurzdn 
der Qleich/imgen: 



ff' 



so tvird das bestimmte Integral 

f{x,y)dxdy 
angenähert durch den Ausdruck dargesteüti 

r=t «—1 

wobei gesetet ist: 

■"«■• #'(«,) «F'(y,)J J («-«,) (y - y,) "^ **• 

Der Best folgt aus dem froheren. £r wird Null, wenn f(xj y) 
eine ganze Funktion von x und y ist, deren Orad in bezug auf x 
kleiner ist als 2m — 2, in bezug auf y kleiner als 2n — 2. 

§ lo. 

Aigeniherte Bereehnug vei DeppelintegraieB, welche fiber 4ie Fläche 
eines rechtwinkligem md gleichscheikligen Dreiecks erstreckt sind. 

Die in den letzten Paragraphen aufgestellten Näherungs-- 
formein können dazu dienen, um auch andere als die bisher be- 
trachteten Volumina angenähert zu berechnen. Es findet sich 
hierüber schon in der Arbeit von Mindino eine Bemerkung.^) Es 
ist nicht die Absicht, an dieser Stelle auf den allgemeinen Fall 
n&her einzugehen, wohl aber wollen wir annehmen, daß ein 



i) Siehe ia bezug hierauf auch: Appell, Sur une classe de polj-^ 
nömes k denx variables et le calcul approch^ des integrales doubles, 
Toul. Ann. IV. und Boubokt, Sor une extension de la m^thode de qua- 
diature de Gauss, G. R. 126. 



r 
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Doppelintegral vorgelegt sei, welches über die Flttche eines recht- 
ninldigen und gleiehschenkligen Dreiecks erskeekt ist, dessen 
Spitse im EoordinateBanfangspunkt liegt, dessen Katheten in die 
Koordinatenachsen fallen, und dessen Hypotenuse den Abstand h 
auf denselben abschneidet. 
Setzt man dann: 

(i) flj + y-tt, 



(^) 



y V 



80 wird die Flftche des Dreiecks beschrieben, wenn u alle Werte 
von bis A, v alle Werte von bis 1 durchläuft. Es ergibt 
sich aus den Gleichungen (i) und (2) umgekehrt: 

(3) a:==w(l — t>), 

(4) y = wt;, 

und kann infolgedessen ein jedes Integral, welches über die vor- 
gelegte Fläche erstreckt ist, geschrieben werden: 

A 1 

f(u{l — v), uv)ududv, 

oder wenn wir 

setzen: 

h 1 

fi(uy v)ududv. 



h 1 



//' 



Wir kommen damit zu Integralen, welche wiederum über die 
Fläche eines Rechtecks erstreckt sind. Freilich ist die zu inte- 
grierende Funktion nicht gleich f(uj v\ sondern gleich fi(Uj v)u. 
Um derartige Integrale zu behandeln, zeigt sich die Kenntnis 
der einfachen Integrale 



f fi{u)udu 



notwendig, wobei der Einfachheit halber an Stelle von h die 
Einheit geschrieben worden ist. In bezug auf diese Integrale 
werde u. a. auf das siebente Kapitel in dem MARKOFFSchen Werke 

Xatli.-phjB. KlMte 1905. 10 
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sowie insbesondere auf eine Arbeit von Mehler im 63. Bande des 
Crellesclien Journals aufmerksam gemacht. Auch der Bericht des 
Hrn. BuRKHA&DT, pag. 947 sequ. möge wiederholt hervorgehoben 
werden. 

Wir heben die wichtigsten Sätze kurz hervor. 

Angenähert kann gesetzt werden: 
1 



/' 



+ *i/J("i) + • • • SkfiM + «. 

wobei die Koeffizienten 

unabhängig von der Wahl der Funktion f^(u) sind und der Best 
gleich dem Integral der Funktion 

genommen zwischen und 1 ist. v ist ein Mittelwert, auf den 
nach dem früheren kaum eingegangen zu werden braucht. 
Wir wählen zunächst den Fall: 

Die Größen u^, u^^ ' ' '9 ^m leisten der Gleichung Genüge: 

Die Koeffizienten jp bestimmen wir so, daß das Gleichungssjstem 
befriedigt wird: 



(6) jurg>{u)du == , r : 1, 2, . . ., 



1 

^ , [ ] ^ ^ , ", ", , w 

Es geschieht das, wenn wir setzen: 

(7) <p(u) = ^^^ - K^M- 

Es werden dann die Größen B der Null gleich, während die 

Größen Ä die Form annehmen: 

1 
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In den einfibohsten FäUen wird: 
coj(u) — — 3f« + 2, 
(o,(u) — 20w*— 24t* + 6, 
m^(u) « — 6 (35 w»— 60u* + 30u - 4). 

Der Koeffizient der höchsten Potenz von u nimmt bei beliebigem 
Wert Yon m die Form an: 

(8) i- = -j. 2ni + 1 • • • w + 2. 

Die einfachsten Eigenschaften der Funktionen a)(u) können in 
bekannter Weise abgeleitet werden. Wir deuten die folgenden 
kurz an. 

Jedenfalls findet eine Beziehung von der Form statt: 

Die Grrößen a^^^ und b^^i ergeben sich, wenn wir etwa die 
Koeffizienten der höchsten und der niedrigsten Potenzen von u 
yeigleichen. Wir erhalten dann den 

L^rsatz: Die Funktionen m(u) leisten der Rekursionsformel 
Genüge: 

(9)».+t(«) — («- (2». + ») (2m + 1) ) '"»-i(2;;r+iy'"'»-'^"^- 

Ebenso einÜEU^h ist es eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
för unsere Größen abzuleiten. In der Tat, setzen wir: 

80 genügt 1} der Differentialgleichung: 

u{u - 1)^ - (2ni + l)ui, - (m + l)i,, 

die Größe: 

to » 1 

dar 

also der Differentialgleichung: 

(^\d*tr , dw f , - \« ^ 

" ~ *)5^ + «d^ - ("» + 1) » - 0- 

10* 
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Da nun aber zwischen to und €d^(u) die Beziehung besteht: 

so folgt der 

Lehrsatz: Die FunkHanen m^{u) leisten der Differentialgleichung 
Genüge: 

(lo) u{u - 1)^. + (Su - 2)^ - m(ni + 2)«> = 0. 

Ein zweites Integral dieser Differentialgleichung ist leicht 
zu finden — indessen sehen wir von seiner Aoüstellung ab. 
Die Größen Ä^ waren in der Form dargestellt: 



Wendet man fthnlidie Schlüsse an, wie MsblAr in der zitierten 
Arbeit, so ergibt sich: 

Fassen wir die letzten Schlüsse zusamm^i, so erhalten wir 
den folgenden 

Lehrsatz: Versteht fnan tmter u^^ Uj^, - - -, u^ die Wurzeln 
der Gleichung: 

u du"^ "" ' 

so kann angenähert gesetzt werden: 
1 

uf,(u)du - ^,/iK) + i4,/i(«,) + • • • ÄJ,{uJ, 



wobd Ä^ den Wert hat: 



/• 



*r 



Ä^^ 



*A(^0' 



Der begangene Fehler wird durch das bestimmte Integral der 
Funktion: 

t*»(«)Yf"'») 

Sm! 

genommen zwischen den Grenzen und 1 dargesteüL 
Wir nehmen zweitens: 

k^m-2, u^_i-0, u^^l, 
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dann wollen wir feistsetzen, daß die Gr5Sen u^^u^^ - - *, u^ Wurzeln 
der Gleichung sind: 

/ \ 2m , . m(i»— l)(2m + l) , v ^ 

»^ ' 2ffi — 1 w-i^ ^ 2ffi — 1 «-»\ / 

Wir wollen die linke Seite dieser Gleichung, nachdem wir 
sie durch den Koeffizienten der höchsten Potenz von u dividiert 
haben, durch 

<I>(t*) 
bezeichnen, dann folgt der 

Lehrsatz: Versteht man tmter u^, w,, . . . u^ die Wurzdn der 
Gleidmng: 

(12) a>(u)-o, 



so härm angenähert gesetzt werden: 



icob^ B^ durch das Integral dargesteXU wird: 



/• 



Br- 



1 >u^ ^^ 



Der hegangene Fehler ist gleich dem bestimmten Integrale der 
Funktion: 

(14 — 1)2 w — 2! '1 ^^^' 



genommen zwischen den Grenzen o und i. 
Die Theorie der Doppelintegrale 

1 1 



1 1 



kann nun in ähnlicher Weise aufgebaut werden. 

Wir begnügen uns damit, zwei auf dieselbe bezügliche Sätze 
anzugeben. 

Erstens ergibt sieh der 

Lehrsaiz: Versteht man unter t«|, ti^, . . . u^ die Wurzeln der 
Gleichung: 

wiu) = ^- — = 0, 

^^ ^ ^ du"^ 



X50 ^* Ksausb: 

unter v^, v^, . . . ,v^ die Wuredn der Crldchfmg: 

^(")- 2n (n + 1) ^,» -Q» 

^0 t(;$r£2 d6» besHmmk Integral: 

1 1 



//• 



^r. 



on^enäAert dt^ch den Ausdruck dargesteUt: 

f&o6e» gesetzt ist: 

1 1 

1 p ruf^{u)ili{v)dudv 



Ebenso einfach folgt der 

LeJirsatzi Versteht man uMcr u^, «j, . . . u„ die Wurzeln der 
vorhin definierten Gleichung (^12): 

%mter v^, v^, . . . v^ die Wurzdn der im vorigen Paragraj^ien de- 
finierten Gleichung (p); 

so wird dcis bestimmte Integral: 

1 1 

ufi{uj v)dudv 



U 



angenähert durch den Ausdruck dargestellt: 
wobei gesetzt ist: 



Der begangene Fehler folgt unmittelbar aus dem früher Be- 
merkten. 



r 
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Mit der Theorie des soeben behandelten Doppelintegrales 
ist aber die Theorie des Integrales: 



/• 



uf{u{l — v), uv)dudv 

sofort erledigt. Schwierigkeiten könnten höchstens bei der Best- 
bestimmung eintreten, dieselben sind aber leicht zu heben. In der 
Tat, setzt man: 

X = u(l •— t;). 



so wird: 



ov cx oy ^ 

nnd ebenso einfach sind die höheren Differentialquotienten zu 
bilden, so daß die Darstellung des Restes ohne Schwierigkeit 
möglich ist. 

Wir wählen ein Beispiel, indem wir den zuletzt aufgestellten 
Lehrsatz auf den Fall: 

fn = 3, n » 3 

anwenden. Dann wird: 



1 1 



Wi = 0, tij = I, «, « 1; Vj «0, t;j « J, Vj « 1, 

nnd es folgt für: 

1 1 

u/i(«, v)du dv 

die angenäherte Darstellung: 

ÄdJ-i + f^s + l-P,), 
wobei gesetzt ist: 

^1 - fi(0, 0) + 4/i(0, 1) + /i(0, 1), 
^. = /i(l,0) + 4/i(l,i) + /;(l,l). 
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Entwickelt man die rechte und die linke Seite naeh dem 
Taylor scheu Lehrsatz, so stimmen die Faktoren aller Glieder: 






AO 



überein, wenn r und 8 die Werte 0, 1, 2, 3 annehmen. 

Hieraus folgt der 

Lehrsaiz: Das DoppeUntegral einer FutiUUm f{x^ y) erstreckt 
über die Fläche eines rechtwinldigen Dreiecks mit Katheten von der 
Länge eins kann angenähert durch den Ausdruck dargestellt werden: 

hWio, 0) + VC/'CI. 0) + 4fi^„ »j) + reo, D) + |(/-(i, 0) 



Dmokfertig erklärt 5. VI 1905.] 
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SITZUNG VOM 5. JUNI 1905. 

Geschäftliche Mitieilpngen über die am 9. Juni d. J. in Leipzig 
stattfindende Tersammlung der kartellierten Akademien. 

Bei der am 17. und 18. Juni d. J. in Kiel stattfindenden Erinnerongs- 
feier an das fünfzigjährige Bestehen des naturwissenschaftlichen Vereins 
far Schleswig-Holstein wird das 0. M. Herr Feddsrsen die Glückwünsche 
der Klasse persönlich überbringen. 

Zur Behandlung der Angelegenheiten der Internationalen akade- 
mischen Assoziation für Gtohimforschung wird eine Kommission gewählt, 
bestehend aus den o. Mitgliedern Herren Flxohsio, Hering, MAECHAifD, 
Rabl, mit dem Erstgenannten als Vorsitzenden. 

Dem Privatdozenten Herrn Dr. Beinbold Beinisch wird zur Fort- 
setzung seiner tmifänglichen chemisch-analytischen Untersuchungen an 
Gesteinen der antarktischen Zone eine Quote aus den Ertriignissen der 
Mende- Stiftung zugebilligt. 

Herr Ai>olf Mater legt, zum Abdruck in den Berichten, eine Abhandlung 
dee auswärt. Mitglieds Herrn Engel in Greiftwidd vor: Eine neue 
Methode in der Inyariantentheorie der Differentialgleichungeiu 

Herr Hohn legt, zum Abdruck in den Berichten, eine Mitteilung von 
Herrn 2orawski in Krakau vor: Notiz über Translatationsflächen. 
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GEMEINSAME SITZUNG BEIDER KLASSEN 

AM 26. MAI 1906. 

Über gewisse Scharen unendlicher Reihen und eine 
yerallgeineinernng des Begriffs der gleichmäßigen 

Eonyergenz. 

Von 
Gerhard Kowalbwski. 

Wir betrachten hier Reihen 

«0 + <*i + «» H 

mit reellen Gliedern. Eine unendliche Menge solcher Reihen 
nennen wir eine Schar, Die Reihen einer Schar sollen gleich- 
mäßig konvergent heißen, wenn es zu jedem positiven £ einen 
Index V gibt derart, daß hei aUen Beihen der Schar die Un- 
gleichungen gelten 

Im folgenden wird bei gewissen Scharen, die aus Reihen 
Yon der Form 

bestehen, die gleichmäßige Konvergenz nachgewiesen, und es er- 
gibt sich ein Theorem, aus welchem ein Satz von Riemann^) 
über Reihen von der Form 

/BinÄ\« /Bm2h\i 

A + A(-r) +M-Th-) ■<-•■• 

in ganz einfacher Weise folgt. P. du Bois-Retmond hat den 
RiEMAMN sehen Satz verallgemeinert.^) Das von ihm erhaltene 
Resultat läßt sich aber, wie am Schlüsse dieser Arbeit gezeigt 
wird, noch verfeinem. 

"^gl* § S seiner Arbeit „Ober die Darstellbarkeit einer Firnktion 
durch eine trigonometrische Reihe". 

2) Abhandlungen der bayer. Akademie, 11. El. Bd. 12, Abt. i, S. 133. 
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I. 

In dem endlichen oder unendlichen Intervall (a, &), a < &, 
sei f{ic) eine reelle Funktion, welcher die Eigenschaft der he- 
schränkten Variation zukommt. Es soll also eine Zahl K vor- 
handen sein derart, daß stets 

I /•(«)- /t«i) 1+ 1 /"(«i) -/(«,) 1 +•••+ 1 /■(«,)-/■(*) l< -^ 

ist, wie und in welcher Anzahl man auch die Werte 

Ol < 0, < • • < Op 

ans (a, h) herausgreifen mag. Eine solche Funktion f{x) ist 
bekanntlich inmier darstellbar als Di£ferenz zweier Funktionen (p{x) 
und ^(x\ die in (a, h) nirgends negativ sind und nie zunehmen, 
wenn x das Intervall von a bis & durchläuft. 

Es sei femer 
(i) ^ + ^ + ^ + --- 

eine konvergente Beihe mit reellen Gliedern und 

(2) ^0 ^ ^ ^ ^ ^ • • 

eine Folge von Werten aus (a, &). 

Zu einer beliebig vorgelegten positiven Größe d laßt sich 
wegen der Konvergenz der Beihe (i) ein Index v so wählen, 
daß för n'^v 

(3) I ^n + l + ^+« + • • • + ^„ + * I < « (* = !» *.».•• •) 

ist Bilden wir jetzt den Ausdruck 

(4) A + l^K + l) + A + M^r+i) + • • • + A + p9>(a^r+p)» 

so kann auf ihn, weil 

isty das bekannte ABELSche Lemma ^) angewandt werden, und es 
er^bt sich, daß der Betrag von (4) kleiner ist als 9(^,^1)^) 
also auch kleiner als <p(a)d. Ebenso erkennt man, daß der 
Betrag von 

(5) A+itp(^,+i) + ^,+ä1(;(x,+j) + • • • + A^p^i^.^p) 

kleiner ist als ^(a)d. Da nun wegen f{x) =^ g>{x) — "^(x) der 
Ausdruck 

I) Vgl. Cbkllm Journal, I, S. 314. 

11* 
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die Differenz von (4) und (5) ist, so- wird er seinem Betrage 
nach kleiner sein als [9(ti) + t|;(a)]<f. Es gibt also, wenn e (>0) 
beliebig vorgelegt wird, immer einen Index v derart, daß für 
alle Folgen (2) aus (a, h) die Ungleichungen gelten 

Das heißt aber, daß die Reihen 

(7) Afi^o) + A /"(^i) + ^/•(a-.) + • • • , 

welche den Folgen (2) entsprechen, gleichmäßig konvergieren. 
Betrachtet man eine Folge 

die dem Intervall {a, h) angehört, so Iftßt sich auch jetzt auf 
die Ausdrücke (4) xmd (5) das Abel sehe Lemma anwenden. 
Nur ist diesmal 

und 

Beachtet man aber, daß auf Grund von (3) die Beträge 
der Größen 

kleiner als d sind, so ergibt sich wieder, daß der Ausdruck (6) 
seinem Betrage nach unterhalb [(p(a) + tf;(a)]<f liegt. Damit 
ist gezeigt, daß die Reihen (7), die den Folgen (2') entsprechen, 
ebenfalls gleichmäßig konvergieren, und wir können also folgendes 
allgemeine Theorem aussprechen: 

Ist die reelle FunkUan f{x) in dem endlichen oder unendUehen 
Intervaü (o, b) von beschränkter VomaHon^ und ist 

eine konvergente E&he mit reellen Gliedern, so erhält man eine 
Schar gleichmäßig konvergenter Beihen, wenn man jeder monotonen 
Folge 

^1 «n ^» ••• 
aus {a, b) die Beihe 

A^f{x,) + A^f(x,) + A,fix,) + . . . 
0uordneL 
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2. 

Die Fimktioii 



ist in dem Intervall (0, oo) von beschrftnkter Variation. f{(») 
besitzt nämlich in (0, x)^ einschließlich der Grenzen, eine stetige 
Ableitung f{x\ mid 

on * 

J\f\x)\dx^i^^J\r{x)\dx 



bat einen endlichen Wert; andererseits ist^), wie man auch 
Oj < Oj < • • • < o aus (0, oo) herausgreifen mag, 

/■(O) - /'(«i) I + • • • + 1 /•(«,) - f{<x>) I <J\ f ix) I dx. 



Wir haben hier also einen Fall yor uns, wo wir das Theorem 
des § I anwenden dürfen. In der Schar, von welcher dort die 
Rede ist, bilden eine ünterschar diejenigen Reihen, welche den 
Folgen 

^0*"^» iCj =« Ä, Xj =« 2Ä, • • •, fl?^«-wÄ, ••• (A?;o) 

entsprechen.^ Die Reilien dieser Unterschar sind also auch 
gleichmSBig konvergent. Das heißt aber, wenn wir uns der 
gewöhnlichen Ausdrucksweise bedienen, daß die Reihe 

a>(Ä) = Ä^f{0) + AJih) + Ä^f{2h) + . . . 

in dem Intervall (O, <x>) gleichmäßig konvergiert. Da die Glieder 
der Beihe in dem genannten Intervall (einschließlich der Grenzen) 
stetig sind, so folgt (nach einem bekannten Satz Über gleich- 
mäßig konvergente Reihen von stetigen Funktionen) daß <Z>(/») in 
(0, oo) stetig ist Insbesondere hat man also 

fl 
Diese Formel, welche nur die Konvergenz der Reihe links verlangt, 

rührt von RmMANN her, der sie aber ganz anders beweist. 



i) Man beachte die Festsetzung über /'(oo). 
2) Wir lassen auch h*^co za. 
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3. 

Wir wollen jetzt, indem wir bei den Annahmen (8) bleiben, 
die Voraussetzung fallen lassen, daß die Reihe (i) konvergiert 
Es soll nur verlangt werden, daB die Summen 

Ä^ — -4^ + A H ^ ^n (««0. i. 2 . . .) 

zwischen endlichen Grenzen liegen. Dasselbe gilt dann auch von 
den Ä^ und infolgedessen ist die Beihe 



-<.+A(T)+^mv 



für A ^ konvergent. Ihre Summe werde mit 0(h) bezeichnet. 
Wir stellen uns die Aufgabe, das Verhalten von 0(h) fOr nach 
Null konvergierendes h zu untersuchen. Dabei können wir uns 
auf positive h beschränken. 

Da alle S^ zwischen endlichen Grenzen liegen, so hat S^ bei 
unendlich zunehmendem n endliche ünbestimmsheitsgrenzen d, @. 
Diese sind bekanntlich die Grenzwerte, welchen die untere und 
die obere Grenze der Wertmenge 

bei unendlich zunehmendem v zustreben. Wird 6 (> 0) beliebig 
vorgegeben, so läßt sich v derart wählen, daß die Größen (9) 
alle zwischen d — 6 und @ -|- ^ liegen. Denkt man sich 

^0 ^ ^» ^ =™ *> ^ — 2Ä, • • • (*>0) 

gesetzt und wendet auf die Ausdrücke (4) und (5) das AnELSche 
Lemma an, so ergibt sich, daß ihre Beträge kleiner sind als 

(<S — « + 2^)9(0) bezw. (@ — « + 2d)tf;(0); 

denn die Größen 

sind absolut genommen kleiner als @ — d + 2^- ^^r Ausdruck 
(6) hat, als Differenz von (4) und (5), einen Betrag, der kleiner 
ist als 

(@-« + 2d)ir, 

wobei jK » 97(0) + ^(0) sein soll. Da dies f(lr beliebig großes p 
gilt, so wird sicher auch sein 



^ (© - « + 2i)K 
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Nun I&ßt sich weiter ein positives fj so wählen, daß für < A < 17 

sin nh\^ 



<i 



1 

ist. Aus beiden Ungleichungen folgt aber 

l^(Ä) - Äj < * + (@ - d + 2d)K, 

und da 8^ zwischen d — 6 und @ + ^ enthalten ist, so liegt F(h) 

ffir << A < 1} zwischen den Schranken 

(10) ij-(g-g)2r— «, @ + (@~g)jr4.«, 

wobei « mit d dnrch die Relation 

Zusammenhängt Es gibt hiemach zu jedem positiven e ein 
positives ij, so daß für < /» < «7 die Funktion F{h) zwischen 
den Schranken (10) sich befindet. 

Wir wollen uns jetzt noch mit der hier auftretenden Zahl K 
beschäftigen. f(x) hat im Innern von (0, 00) die Ableitung 

^ sin o; x cos x — sin d? 



r(^) 



X X* 



Das Zeichen des zweiten Faktors hängt ab von x cobx — sin a;. 
Diese Funktion hat aber im Innern unseres Intervalls unendlich 
viele Nullstellen o^, o^, a^, . . ., und zwar ist 

«<ai<2«<aj<3jt<aj<4«<... 

In den Intervallen 

(0, ä), («, «i), («1, 2«), (2«, «,), (oj, 37t), (3«, a,), . . . 

hat X cos ^ — sin o; die Zeichen 

-- + + --••• 
Die Zeichen von sin x in diesen Intervallen lauten 

■ 4 ■ ■■■ ■■^■« "T^ "T^ ■■ ■■ • • • 

Also hat f'{x) folgende Zeichen 

- + - + - + ••- 
Infolgedessen ist 

jirca;) I dx — fr{x)dx +2'( /a^)'^^ -jr(x)dx\ , 
i h. . ^ * 

A 1 
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Wfthlt man die Funktionen 9(0?), ^(x) in folgender Weise: 
9(«) - if{ I r(«) I - r(!>:)]dx, q> (00) - 0, 

X 

t («) - ij { I r («) I + rix) } da>, i(» (00) - , 

so wird 

ä: - 9(0) + i>(o) -J I r(«) I dx, 



und die Schranken (10) lassen sich (nach einer kleinen Umformnng) 
so schreiben: 



(loO 



s + « 



sin'a. 



@ 



, -(6-,) (4 + ,2:^)-. 



Da wegen «^ > n« 



00 



ist und andererseits 

-ß- - iT + 2^ + 8 1 + • • •> 

SO hat man 



»2(^) < j 



1 " 



F(h) liegt also ftlr < A < i| sicher zwischen 

^ + (l + i)(e-8) + *- 

Die Yon P. du Bois-Beymond in der oben zitierten Arbeit an- 
gegebenen Schranken sind nicht einmal so eng wie diese. Bei 
ihm steht nftmlich an Stelle unseres Faktors |^ + i ^^ größere Zahl 

3 11 

■^ -\ — i H — • Es liegt also schon in unsem letzten Angaben 
eine Verfeinerung des du Bois-BEYMONDSchen Resultates. 



Drack/ertig erkUrt 1. VIL 1906.] 



SITZUNG VOM 5. JUNI 1905. 

Eine nene Methode in der Inyariantentheorie 
der Differentialgleiclinngen. 

Von 
Friedrich Engel. 

In einein Bamne von n > 2 Dimensionen sei eine Kurven- 
Bchar gegeben, die mindestens f», etwa gerade n + m wesentliche 
Parameter enth&lt: 

(l) Xj, = /t(a?i, Ci . . . C^^J (t«»,8...n) 

und die den Raum ganz erfüllt, so daß also durch jeden Punkt 
des Raumes oo^'*'^ Kurven der Schar gehen. Bilden wir die 



'8f, 



Gleichungen: 

(2) 2:37^"''^ ^*"*'"' 

1 * 

und denken uns x^ eliminirt, so erhalten wir ein System von 
» — 2 MoNGESohen Oleichungen: 

das augenscheinlich die Bedingungen darstellt, unter denen zwei 
nnendlich benachbarte Kurven c^ und c^-^ dc^ der Schar (i) ein- 
ander schneiden. Wir wollen kurz sagen, daß die Gleichungen (3) 
die zu der Kurvenschar (i) gehörigen ScJmittbedingu/ngen darstellen. 
Ist die Kurvenschar nicht durch Gleichungen von der Form (i) 
gegeben, sondern durch solche von der Gestalt: 

wo t eine Hilfsverftnderliche bezeichnet, so hat man, um die zu- 
gehörigen Schnittbedingungen (3) zu erhalten, die n Gleichungen 

dF, "^SF, 
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zu bilden und aus diesen die beiden Größen t und dt zu 
eliminiren. 

Fügt man zu (i) die durch Differentiation nach z^ ent- 
stehenden Gleichungen: 

/if 
(4) a:i-g^ (»-«-»), 

und trifft es sich so, daß die Gleichungen (i), (4) nicht genügen, 
um Cj • • • c^^fn durch x^ • • • rr^, ^i * • • a^^ auszudrücken, so kann 
man sich x^ aus den Gleichungen (2) und 

1 ^ 

eliminirt denken und erhält ein System von mindestens n — 1 
und höchstens 2n~~3 MoKGESchen Gleichungen, das die Glei- 
chungen (3) umfaßt und das die Bedingungen darstellt , unter 
denen zwei unendlich benachbarte Eurren c^ und c^ + dc^ der 
Schar (i) einander in der ersten Ordnung berühren. Wir nennen 
dieses MoNOESche System die zu der Kurvenschar (i) gehörigen 
Berührtmgsbedingungen erster Ordnung, 

In dieser Weise kann man offenbar unter Umständen auch 
zu Berührungsbedingungen zweiter, dritter, . . . Ordnung gelangen, 
jedoch lassen sich die zu einer Schar von ao"'**'" Kurven des 
B^ gehörigen Berühnmgsbedingungen lier Ordnung auch auf- 
fassen als die Schnittbedingungen einer Schar von 00"'^** Kurven 
in einem Räume von n + l{n — l) — ♦* Dimensionen, wo r die 
Zahl der von einander unabhängigen Differentialgleichungen erster 
bis Iter Ordnung ist, denen die Kurvenschar (i) genügt. Aller- 
dings hat man es dann in diesem höheren Baume nicht mit einer 
allgemeinen Kurvenschar zu tun, sondern mit einer solchen, die 
einem gewissen Systeme von l(n — 1) — r + ^ PpAPFSchen Glei- 
chungen genügt, unter q die Zahl der Differentialgleichungen 
2ter Ordnung verstanden, denen die Kurvenschar (i) genügt. 
Jedenfalls aber ist die Frage nach den Berührungsbedingungen 
einer Kurvenschar nur ein besonderer Fall der Frage nach den 
Schnittbedingungen von Kurvenscharen. 

Das MoNGBSche System (3), das die Schnittbedingungen der 
Kurvenschar (i) darstellt, hat in den Untersuchungen Lies von 
jeher eine große Bolle gespielt. Namentlich den Fall n >» 3, 
m »» hat LiE schon in seinen ersten Arbeiten über die Be- 
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rahnrngstransformationeii des gewöhnlichen Baumes behandelt^), 
nnd bei beliebigem n hat er die Fälle m == und 9» » 1 in der 
letzten von ihm veröffentlichten Arbeit') ausführlich besprochen. 
Auch der Gedanke, die BerOhrungsbedingungen, die zu einer 
Kurvenschar gehören, als die 8chnittbedingungen einer Kurven- 
schar in einem höheren Baume aufzufassen^ stanmit von Lis. 

§ I- 

Eine Klassifikation gewisser Karvenseharen des 12„. 

Die Wichtigkeit des MoNGBSchen Systems (3) fOr die Kurven* 
schar (i) beruht darauf, daß es zu dieser in einer Beziehung 
steht, die bei allen Punkttransformationen des Baumes ^1 * * * ^^ 
erhalten bleibt. Für jede Kurvenschar, die aus (i) durch eine 
Punkttransformation des Baumes ^1 *- * ^^ hervorgeht, werden näm- 
lich die Schnittbedingungen offenbar wieder durch das System (3) 
dargestellt. Freilich darf man dabei nicht Übersehen, daß die 
Form, in der man das MoNOEsche System (3) bekommt, bis zu 
einem gewissen Grade zufällig und fiir die betreffenden Kurven- 
scharen an sich nicht wesentlich ist. Da sich nämlich die 
Kurvenschar (i) nicht ändert, wenn man an Stelle von c^'" c^^m 
irgend n -\- m neue Parameter einführt, so sind alle MoNOESchen 
Systeme, die aus (i) durch beliebige Punkttransformationen der 
Cy erhalten werden, mit (3) voUkonmien gleichberechtigt und jedes 
dieser MoNGsschen Systeme kann als eine analytische Darstellung 
der Schnittbedingungen betrachtet werden, die zu der Kurven- 
sohar (i) und zu jeder aus (i) durch eine Punkttransformation 
des Baumes der x entstehenden Kurvenschar gehören. 

WeU das System (2), aus dem (3) durch Elimination von 
Xj entsteht, eine ganz besondere Form hat und insbesondere in 
den dc^ linear imd homogen ist, so braucht keineswegs jedes 
System von n — 2 MoNGSschen Gleichungen in « + w Veränder- 
lichen Ci • • • c^^^ die Schnittbedingungen einer Schar von (»*•+"• 



i) „Über Complexe'S Math. Ann. Bd. Y, vgl. auch die nachgelassene 
Arbeit: „Drei Kapitel aus dem unvollendeten zweiten Bande der Geo- 
metrie der Berühningstransformationen*^, Math. Ann. Bd. LIX, nament- ' 
lieh 8. 291—312. 

2) „Über Berühnmgstransformationen und Differentialgleichungen^*, 
diese Berichte 1898, S. ii3>-i8o. 
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Kurven des Raumes x^- - - x^ 'darzustellen. Es hat daher seinen 
guten Sinn, sich die Frage vorzulegen: Kann ein MoNGESches 
System (3) von gegebener Form die Schnittbedingungen einer 
solchen Eurvenschar darstellen? und wenn ja, für welche Eurven- 
scharen besitzt es diese Eigenschaft? Dabei darf man jedoch 
nach dem vorhin Gesagten dem MoNGESchen Systeme (3) nicht 
eine ganz spezielle Form vorschreiben, sondern wegen der Willkür 
in der Wahl der Parameter der Eurvenschar (i) muB man die 
Form des MoNOESchen Systems so wählen, daß sie bei allen 
Punkttransformationen der c^ erhalten bleibt. Mit anderen Worten: 
man muB sich eine ganze Mannigfaltigkeit von MoNGESchen 
Systemen (3) gegeben denken und zwar eine, die bei allen 
Punkttransformationen der c, invariant bleibt, und hat nun zu 
fragen: enthält diese Mannigfaltigkeit solche MoNOESohe Systeme, 
die als Schnittbedingungen von Eurvenscharen (i) gedeutet 
werden können, und wie lassen sich die betreffenden Eurven- 
scharen bestimmen? 

Bedenkt man, daß die DijQferentiale dc^ bei allen Punkttrans- 
formationen der Cy linear und homogen transformirt werden, so 
erkennt man sofort, daß der Inbegriff aller MoNGESchen Systeme (3), 
die in den dc^ algebraisch süid, bei allen Punkttransformationen 
der Cy invariant bleibt. Dasselbe gilt von dem Inbegriffe aller 
MoNGESchen Systeme (3), unter deren Gleichungen gerade 2 < n — 2 
von einander unabhängige, in den dc^ algebraische enthalten sind. 
Klar ist auch, daß es unter den MoNGESchen Systemen dieser 
Art unbegrenzt viele solche gibt, die Schnittbedingrungen in 
unserem Sinne darstellen: um das einzusehen, braucht man nur 
aUe Gleichungen (i) oder l -f 1 unter ihnen in den x algebraisch 
anzunehmen. Die invariante Mannigfaltigkeit aller MoMGESchen 
Systeme (3), die gerade l ^ n — 2 in den dc^ algebraische Glei- 
chungen enthalten, zerfällt aber sofort in eine unendliche Reihe 
von kleineren, ebenfalls invarianten Mannigfaltigkeiten. Man kann 
sich nämlich die in (3) enthaltenen, in den dc^ algebraischen 
Gleichungen durch Gleichungen von der Form 

ersetzt denken, wo jdie G-^ homogene ganze rationale Funktionen 
der dc^ sind; da nun die Gradzahlen dieser ganzen Funktionen 
bei allen Punkttransformationen erhalten bleiben, so liegt auf der 
Hand, daß der Inbegriff aller MoNGESchen Systeme, bei denen 
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diese Gradzahlen bestiinmte vorgegebene Werte haben, auch bei 
allen Punkttransformationen der c^ invariant bleibt. 

Dabei ist übrigens noch eins zu berücksichtigen. Ist n — 2 > 1 
nnd enthftlt das MoNGEsche System (3) gerade l > 1 von einander 
anabhängige Gleichungen, die in den dc^ algebraisch sind, so 
kann das von diesen algebraischen Gleichungen gebildete System 
auf sehr verschiedene Arten durch Gleichungen von der Form 
6rj^ = ersetzt' werden, und wenn die Gradzahlen der Gj^ mög- 
lichst niedrig ausfallen sollen, kann man sogar genötigt sein, 
mehr als l in den dc^ ganze rationale Gleichungen 6r;^ == hin- 
zuschreiben, um die G^amtheit der in den dc^ algebraischen 
Gleichungen des Systems (3) vollständig und rein darzustellen. 

Aus dem Gesagten ergibt sich jetzt eine naturgemäße Klassi- 
fikation der Scharen von 00**'^'" Kurven des Baumes ^ * * * ^m« 
unter deren Schnittbedingungen (3) solche vorkommen, die in den 
dc^ algebraisch sind, eine Klassifikation allerdings, bei der noch 
dahingestellt bleibt, welche unter den einzelnen Klassen wirklich 
durch Knrvenscharen vertreten sind. Die erste Klasse würden 
alle die Kurvenscharen büden, bei denen sämtliche Schnitt- 
bedingungen (3) PFAFFSche Gleichungen sind, eine andere Klasse 
alle die, bei denen das System gerade ^ < n — 2 von einander 
unabhängige pFAFFSche Gleichungen enthält. Femer würden alle 
die Kurvenscharen (i) eine Klasse bilden, unter deren Schnitt- 
bedingungen eine bestimmte Anzahl solcher linear unabhängiger 
Gleichungen vorkommen, die in den Differentialen vom zweiten 
Grade sind, und so weiter. Dabei bleibt selbstverständlich der 
Inbegriff aller derselben Klasse angehörigen Kurvenscharen gegen- 
über allen Punkttransformationen invariant, doch brauchen zwei 
Kurvenscharen, die derselben Klasse angehören, noch keineswegs 
durch Punkttransformation in einander überführbar zu sein. 

Es ist für das Folgende nützlich, zu bemerken, daß man 
zur Feststellung der Klasse, der eine vorgelegte Kurvenschar 
angehört, nicht nötig hat, die Gleichungen der Schar erst auf 
eine solche Form zu bringen, daß alle vorkonmienden Parameter 
wesentlich sind. 

In der Tat, nehmen wir an, daß die Kurvenschar ( i ) in einer 
Form vorliegt^ wo imter den n-\-m Parametern c^'-'C^^^ ^^<^^ gerade 
n-^-l wesentlich sind (Z ^ 0). Die c^ kommen dann in den fj^ nur in 
n '\- 1 Verbindungen 
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7or, wo die i yon einander unabhttngige Funktionen ihrer Argu- 
mente sind, und die Gleichungen (i) lassen sich daher in der 
Form 
(i") X, - f.ix,, C, • . . C,^.,) (»-««) 

darstellen, wo jetzt die Parameter C^ • • • C^^i all© wesentlich 
sind. Wollen wir nun die Schnittbedingungen der Kurvenschar 
aufstellen, so können wir entweder x^ aus den Gleichungen (2) 
eliminiren und erhalten ein MoNOESches System in den c^ oder 
wir können x^ aus den Gleichungen 

(2") 2rw^^'^ = '^ o.=i-+.) 

eliminiren und erhalten ein MoNOESches System in den C . Da 
sich aber die Gleichungen (2") bei der Substitution C^ == x^ 
augenscheinlich in die Gleichungen (2) verwandeln, so ist klar, 
daß die aus (2'') folgenden Schnittbedingungen bei der Substitution 
C^ » %^ in die aus (2) folgenden Schnittbedingrangen übergehen, 
imd da die (2 C von einander unabhängige lineare homogene 
Funktionen der dc^ sind, so liefern selbstverständlich die Glei- 
chungen (2) genau so viele von einander unabhängige, in den 
Differentialen algebraische Belationen wie die Gleichungen (2) und 
auch die Zahl der von einander linear unabhängigen Belationen, 
die in den Differentialen vom ersten Grade, vom zweiten Grade, 
. . . werden, ist bei (2) dieselbe wie bei (2"). Es ist also 
wirklich, wenn man bloß die Klasse festzustellen wünscht, der 
eine Eurvenschar angehört, gleichgültig,, ob man die Form (i) 
oder die Form (i") der Schar zur Ableitung der Schnittbedingungen 
benutzt. 

Wenn nun auch eine jede Eurvenschar (i) einer ganz be- 
stimmten der von uns unterschiedenen Elassen angehört, so ist 
es doch, wie schon erwähnt, unsicher, ob jede an und fOr sich 
denkbare Klasse wirklich durch Eurvenscharen vertreten ist. EjS 
erhebt sich daher ganz von selbst die Frage: Wie kann man fOr 
eine bestimmte der von uns unterschiedenen Elassen entscheiden, 
ob es Eurvenscharen gibt, die ihr angehören? und wenn diese 
Frage mit ja zu beantworten ist: wie lassen sich die ihr an- 
gehörigen Eurvenscharen bestimmen? Die früher aufgestellte 
Frage, ob ein Monge sches System (3) von gegebener Form die 
Schnittbedingungen von Eurvenscharen darstellen könne und ftkr 
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welche Knrvenscharen es diese Eigenschaft hesitze, hat damit eine 
pr&zisere Fassung erhalten und ist, wie wir sehen werden, in 
dieser Fassung wirklich lösbar. 

IjI£ hat zwar die von uns beschriebene Klassifikation der 
Eunrenscharen (i) nicht ausdrücklich aufgestellt, es ist aber klar, 
daß sie ganz in seinem Geiste gedacht ist, denn er beschäftigt 
sieh in der vorhin erwähnten Abhandlung von 1898 eingehend 
mit dem Fall, daß alle Gleichungen (3) Pf äff sehe Gleichungen 
sind, und erwähnt auch ausdrücklich den Fall, daß nicht alle 
11—2 sondern nur eine geringere Anzahl der Gleichungen (3) 
PFAFFsehe Gleichungen sind. Dagegen findet sich allerdings bei 
LiK keine Andeutung darüber, wie man ermitteln kann, ob eine 
bestimmte Klasse wirklich durch Kurvenscharen vertreten ist, 
and wie man die betreffenden Kurvenscharen, wenn es welche 
gibt, finden kann. Er setzt bloß aus einander, was für Folge- 
rangen sich aus dem Umstände ziehen lassen, daß das zu einer 
Eurvenschar (i) gehörige Monge sehe System (3) aus lauter 
Pfaff sehen Gleichungen besteht, geht aber gar nicht auf die Frage 
nach den Kriterien ein, an denen man erkennen kann, ob dieser Fall 
bei einer vorgelegten Kurvenschar wirklich eintritt oder nicht 

Im Folgenden werde ich nun eine allgemeine Methode ent- 
wickeln, die zu entscheiden gestattet, ob es Scharen von 00 '''^'" 
Kurven des B^ gibt, unter deren Schnittbedingungen (3) eine 
beliebige vorgeschriebene Zahl von Pfaff sehen Gleichungen, von 
MoNQSSchen Gleichungen zweiten Grades, dritten Grades usw. 
verkommen, und werde zugleich zeigen, wie diese Kurvenscharen, 
wenn es welche gibt, zu bestinmien sind. Zu diesem Zwecke 
müssen wir aber noch einen Mangel beseitigen, der durch die 
bisher benutzte Darstellung (i) der Knrvenscharen bedingt ist, 
den Mangel nämlich, daß sich die Darstellung der Kurvenschar 
ändert, wenn man an Stelle der o, neue Parameter einführt. 
Wir erreichen das, indem wir für die Kurvenschar eine Dar- 
stellung wählen, die von der Wahl der Parameter c, unabhängig 
ist, das heißt, wir denken uns die Kurvenschar nicht durch ihre 
endlichen Gleichungen (i) definirt, sondern durch das System 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen , deren allgemeinste Lö- 
sungen die Gleichungen (i) darstellen. Die Aufgabe ist demnach 
80 zu fassen: 

Im Baume Xi ... x^ ist ein System von gewöhnlichen Diffe- 
rtmtialglekihMmgen gegeben, dcu eine Kurvenschar mit einer end- 
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liehen ZaM und zwar mU mindestens n Parametern defimrt; die 
BifferenUalquotienten lassen sich nicht sämtlich aus dem Systeme 
diminiren^ so daß also die Kurvenschar den Raum gang aus- 
füllt. Gesucht werden die Kriterien dafür, ob unter den 
Monge sehen Gleichungen, die ausdrücken^ daß fswei unendlich 
benachbarte Kurven der Schar einander schneiden, so und so 
viele FFAFFSche Gleichungen^ so und so viele MoNOESche Gleichungen 
zweiten, dritten^ . . . Grades enthalten sind. 

Im Folgenden werde ich zeigen, daß man diese Frage in 
jedem einzelnen Falle ohne Integration, durch bloße Differen- 
tiationen und Eliminationen entscheiden kann; wir werden sogar 
sehen, daß sich, wenn die gesuchten Kriterien erfCQlt sind, die 
betreffenden Pf äff sehen Gleichungen und Monge sehen Gleichungen 
zweiten, dritten, . . . Grades ohne Integration aufstellen lassen, 
sobald man als Parameter der Eurvenschar die Anfangswerte 
benutzt, die x^ . , . x^ und deren Ableitungen nach x^ für x^^xf^ 
annehmen. 

Übrigens will ich ausdrücklich erwähnen, daß die Systeme 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen, die Kurvenscharen von 
der hier verlangten Beschaffenheit definiren, sämtliche reduxibel 
sind in dem Sinne, den PAnOiEvä in seinem auf dem Heidelberger 
Kongresse gehaltenen Vortrage: ,Jie probl^me moderne de Tinte- 
gration des äquations differentielles^ entwickelt hat.^) Doch 
muß ich zugleich hervorheben, daß ich die in der vorliegenden 
Arbeit entwickelten Theorien schon besaß, als ich in Heidelberg 
diesen allgemeinen Begriff der Beduzibilität kennen lernte. Die 
These von J. Drach'), die diesen Begriff wenigstens im Keime 
enthält, war mir natürlich nicht unbekannt, doch hat sie auf die 
Entwicklung meiner Ideen gar keinen Einfluß ausgeübt. 

• 

§ 2- 

Worauf die neue Methode beruht. 

Es seien x^ , . , x^ als Funktionen der unabhängigen Ver- 
änderlichen X bestimmt durch ein simultanes System von gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen erster Ordnung: 

i) Vgl. Verhandlangen des dritten internationalen Mathematiker- 
kongreBBes S. 90 ff. (Leipzig, bei Teubner, 1905). 

2) f^Essai Bur une th^orie g^n^rale de Tint^gration et sur la Classi- 
fication des transcendantes, Paris 1898 (bei G^uthier-Villam). 
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(6) -^ = l^{x,x^ . . . ajj (.=-1...«); 

die ^. denken wir uns als analytische Funktionen ihrer »A.rgu- 
mente und beschränken uns auf ein Gebiet, innerhalb dessen die 
Ij überall in gewöhnliche Potenzreihen entwickelbar sind. Die 
allgemeinen Lösungen des Systems (6) enthalten dann n wesent- 
liche willkürliche Eonstante und haben daher die Form: 

(?) ^i==9i(^j^i • • -O (i=i...«), 

wo die Wesentlichkeit der Eonstanten dadurch zum Ausdrucke 
kommt, daß die Gleichimgen (7) nach ^1 . . . c^ auflösbar sind. 

Meine ganze Methode beruht nun auf der nahezu trivialen, 
aber bisher noch von niemandem vollständig ausgenutzten Be- 
merkung, daß die nach den Cj^ genommenen Ableitungen der un- 
bekannten Funktionen (7) gewisse linea/re homogene gewöhnliche 
Differentialgleichungen erster Ordnung befriedigen, nämlich diese: 

(8) #-1^-21^?^ <'•"=-->. 

dx de.. JmJ dx^ de.. 



V 



die zusammen mit (6) als ein simultanes System aufgefaßt 
werden können, das die x^ und deren Ableitungen nach den c 
als Funktionen von x bestimmt. Für die naqh x genommenen 
Ableitungen einer Funktion von a?,q . . . c^ behalte ich hier die 
ge wohnlichen d bei, weil kein Mißverständniß zu befürchten ist. 
Es versteht sich von selbst, daß auch die höheren Ab- 
leitungen der x^ nach den c ähnlichen Differentialgleichungen 
genügen, die jedesmal in den höchsten vorkommenden Ableitungen 
der x^ nach den c^ linear werden. Enthalten andrerseits schon 
die Funktionen || des simultanen Systems (6) eine Anzahl von 
Parametern, etwa A^ . . . jl^ und werden also in (7) die x^ Funk- 
tionen von 07, Xi , . . X^^ Cj . . . c^, so bekommt man für die 
Ableitungen der x^ nach den Xj^ gewisse lineare Differential- 
gleichungen: 

A ^^i =. ^k 4. y Mi ^ 

(t=:l...n; Jb=l...r), 

eine Bemerkung, die ich schon im Jahre 1891 in der Abhand- 
lung: „Die kanonische Form der Parametergruppe^^ mit großem 

Math.-phya. KImio 1906. Bd. LVU. 12 
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Nutzen verwertet habe.^) Hier wollen wir uns jedoch mit den 
Differentialgleichungen (8) begnügen. 

Bezeichnet man mit dx^ den Zuwachs, den das x^ in (7) erhält, 
wenn man bloß die c^ imendlich wenig ändert, setzt man also: 

1...» 

(9) Sx^^^w-^dCv (1 = 1. ..n), 






so kann man die nn Oleichungen (8) in die n folgenden: 

l...n 

(10) Ä **« ~2 ^ *'=' " *^ **■='• "^ 

zusammenfassen, die augenscheinlich den großen Vorteil haben, 
ihre Form beizubehalten, wenn man an Stelle von c^ - * - c^ 
irgend n neue willkürliche Eonstanten einführt. Aus der Auf- 
lösbarkeit der Gleichungen (7) nach Ci - - - c^ folgt überdies, daß 
die Gleichungen (9) nach dc^ . . , dc^ auflösbar sind, und darin 
liegt, daß so lange x^ die c^ imd die dc^ ganz beliebig sind, 
zwischen den n Größen Sx^ keine homogene Relation von der Form: 

(i i) x(x^ c^,. .c^j öx^:,..: dx^ == 

bestehen kann, daß vielmehr jede solche Relation, die bei der 
Substitution (9) zu einer Identität wird, schon an sich, also ins- 
besondere in den dx^ eine Identität sein muß. 

Die Gleichungen (10) sind dieselben, die Poinoa&jS als 
„Sguaüons aux variabUmsf' bezeichnet^, doch verwendet er sie in 
ganz anderer Weise als ich es hier tun werde. Auch darf ich 
nicht uner^hnt lassen, daß die rechten Seiten von (8) nichts 
andres sind als die Zuwachse, die die Ableitungen der x^ nach 
den Cu bekommen, wenn man die infinitesimale Transformation: 



1...» 



dxi 



K+^i 



im Sinne von Lie derart erweitert, daß man die x^ als Funktionen 
von X und von n Veränderlichen c^ , , , c^ betrachtet, die nicht 
transformirt werden. 



i) S. diese Berichte 1891, S. 311— 314. 

2) „Leg M^thodes nouvelles de la m^canique eheste", Bd. I, 
S. 162, Paris 1892. 
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Bevor ich auf die Anwendungen der Gleichungen (8) und 
(lo) eingehe, will ich noch eine Form dieser Gleichungen be- 
sprechen, die sich bei besonderer Wahl der Integrationskonstanten 
ergibt. 

Denkt man sich nämlich das simultane System (6) unter Zu- 
grundelegung der Anfangsbedingungen: 

(i2) (rr^,^,^==4 («=1..») 

integrirt, so erscheinen die allgemeinen Lösungen (7) in der 
Form: 

(7O x^ ^ Of(xyX^a^ . . , xi) (i=i...n), 

wo die <l>| gewöhnliche Potenzreihen von x — x^ sind: 

«, - «? + ^^l,(%^ . . . a;») + • . . 

und wo man dem Xq einen festen Zahlenwert erteilen kann, so 
daß x^ , , , xi die willkürlichen Konstanten sind, wo man aber 
auch x^Oa - ' ' xi sämtlich als willkürliche Eonstanten betrachten 
kann, die dann freilich nicht alle wesentlich sind. Die zweite 
Auffassung der Lösungen (7') ist besonders dann vorzuziehen, 
wenn man wünscht, die durch einen beliebig gegebenen Punkt 
des Baumes x^x^ , , . x^ gehende Litegralkurve des simultanen 
Sjstems (6) sofort angeben zu können, was bei Benutzung der 
Form (7) der Lösungen und ebenso, wenn man in (7') dem Xq 
einen festen Zahlenwert erteüt hat, erst noch die Auflösung von 
Gleichungen erfordert. # 

Legt man die neue Form (7) der Lösungen des simultanen 
Systems (6) zugrunde, so tritt an Stelle von (8) das System: 

zu dem man noch die Gleichimgen: 

^ '' dxcx^ ^j ox^oXq 

fügen kann. Die Gleichungen (6) und (8'j, (8") bilden dann 
zusammen ein simultanes System, das unter Zugrundelegung der 
Anfangsbedingungen (12) und 

12* 



172 Fbixdrich EiiaKL: 



(/, ^ = 1 . . . n) 



ZU integriren ist, wo 6^ for i ^ ft verschwindet und für i = fi 
den Wert 1 besitzt. 
Setzt man femer: 

o 1 > • • M /> 

(90 **«-ä^'''«^o + 2g^rfV (.=1...-), 






WO dem dx^ der Wert Null zu erteilen ist, wenn man fBr x^ 
einen festen Zahlenwert gewählt hat, so genügen die 6x^ wieder 
den Differentialgleichungen (lo) und durch die vereinigten 
Gleichungen (6) und (lo) sowie durch die Anfangsbedingungen 
(12) und: 

sind die x^ und die Sx^ als Funktionen von x und x^^ ^'"^n 
vollständig bestimmt. 

Erinnert man sich endlich noch, daß die Integration des 
simultanen Systems (6) mit der Integration der linearen partiel- 
len Differentialgleichung: 

gleichbedeutend ist, und daß, wenn W^{x,x^**' x^ (♦ = !•••») 
unabhängige Lösungen von X/*= sind, die Gleichungen (7') 
durch Auflösung der Gleichungen: 

^.{x,x^'"x;)^ ^<(^o»^?---^2) (.^i--«) 

nach ^"'^f, erhalten werden, so erkennt man sofort, daß die 
rechten Seiten von (7') die Größen a?o>^i"'^« ^^^ in den n 
Verbindungen ^? enthalten, daß also die durch (6) und durch 
die Anfangsbedingungen (12) definirten Funktionen x^ von 
a;, Xq^ ^1 " * ^n s^iK^tlich Lösungen der linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichung: 

(•5)- ^v-ä¥ + 2'^(^<"^""'^-">S-<> 
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sind. Hieraus ergibt sich noch, daß die Zuwachse (9') der 
Lösungen (7') unsers simultanen Systems (6) die einfache Form: 

(9") **< -= 2|3 i^'"' - UA «J • • • 4) «ia:«) ('=»••• -) 

erhalten, daß man also diese Zuwachse bilden kann, indem man 
bloß x^ • "Xn als veränderlich ansieht und dann jedes dxi durch 
dxi — ^idxQ ersetzt. Da überdies die Funktionaldeterminante: 

dx^ dx„ 



n 



± 



dcq dxl 

^ X =^ Xq den Wert 1 bekommt, so ist jetzt zugleich unmittel- 
bar klar, daß bei beliebigen x^ x^^ x% dx^, dxy eine Relation von 
der Form: 
(i O x(^^ «0» x^^"'X^,dx^:-' : Sx^)^0 

dann und nur dann bestehen kann, wenn sie schon vor der Sub- 
stitution (9'^, also insbesondere in den dx^ identisch besteht. 

Die eben abgeleiteten Eigenschaften der Lösungen (7') des 
simultanen Systems (6) sind nur der analytische Ausdruck da- 
für, daß in (7') je 00* Wertsysteme Xq^x^-'-x^ dieselbe Lösung 
von (6) liefern oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß jede 
Bahnkurve der infinitesimalen Transformation Xf durch die 
Gleichungen (7^) gerade cx)^-mal dargestellt wird. Ist nämlich 
j, Ji - • • j^ ein beliebiger Punkt auf der durch Xq^ x^" 'X^ gehenden 
Bahnkurve (7') yon Xfy setzt man also: 

h=-^i(hXo,xl'"xl) (.•=l...n) 

wo £ ganz beliebig wählbar ist, so stellen die Gleichungen: 

offenbar stets dieselbe Bahnkurve dar, wie die Gleichungen (7'). 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen, die allerdings auf 
Neuheit keinen Anspruch machen können, die ich aber voraus- 
schicken mußte, um die Darstellung der folgenden Entwickelungen 
zu erleichtem, kehre ich zu den Gleichungen (8^ und (10) 
zurück. 

Was diese Gleichungen so wichtig und brauchbar macht, 
ist ihre lineare Form. Man könnte sie umnittelbar iur die 
Untersuchung allgemeiner simultaner Systeme (6) verwenden, 
indem man sich die Frage stellte: Wie muß das simultane 
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System (6) beschaffen sein, damit seine Lösungen (7) in einer 
bestimmten vorgeschriebenen Weise von den Integrationskonstan- 
ten c^"'C^ abhängen. Man könnte zum Beispiel verlangen, daß 
die x^ als Funktionen der c^ betrachtet einem vorgelegten Systeme 
von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung: 

(dx^ dx \ 
«i--^«,Ci-c„,g^,.-^) = (^=1...«) 

genügen, das aber so allgemein gewählt werden müßte, daß es 
bei allen Punkttransformationen der c^ seine Form behielte. Durch 
Verbindung der Gleichungen ^ « mit den Gleichungen (8) 
könnte man gewisse partielle Differentialgleichungen fOr die ^^ 
ableiten, die für die verlangte Beschaffenheit des simultanen 
Systems (6) notwendig und hinreichend wären. 

Wir wollen jedoch auf diese Art von Fragen*) nicht ein- 
gehen, denn dabei wird die eine Veränderliche x des simultanen 
Systems (6) vor den übrigen ausgezeichnet, wir bekommen also 
keine Eigenschaften des simultanen Systems (6), die gegenüber 
der Gruppe aller Punkttransformationen des Baumes x, Xi ... x^ 
invariant sind, und das ist selbstverständlich, da das simultane 
System gar keine solchen Eigenschaften besitzt. 

Wir wollen vielmehr nur den Fall betrachten, daß das 
simultane System (6) eine Kurvenschar in einem Baume von 
weniger als n -|- 1 Dimensionen definirt, und wollen zeigen, daß 
die Differentialgleichungen (8) und (8^) uns erlauben, die in § i 
gestellte Frage zu beantworten, ob unter den zu dieser Eurven- 
schar gehörigen Schnittbedingungen solche vorhanden sind, die 
durch MoNGESche Gleichungen ersten, zweiten, . . . Grades dargestellt 
werden. 

§3. 
Simvltane Systeme als Deltiiitioiisgleichiuigeii von Kirvenseharea. 

Jede Schar von c» *+** Kurven (ni > O) des Baumes 
X, Xi . . . x^ läßt sich durch ein System von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen definiren, dessen Ordnung höchstens gleich 
m -\- 1 ist, 9 wenn die Kurvenschar, wie wir hier voraussetzen, 
den ganzen Baum erfüllt. Aber die Integration jedes solchen 



i) Ähnliche Fragen behandelt eine Arbeit von Tullio Levi-Cüvita, 
„Sulla ricerca di Boluzioni particolari dei siBtemi differenziali*\ Acc. dei 
Lincei, Bend. 19. Febr. 1905. 
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Systems läßt sich immer anf die Integration eines simultanen 
Systems erster Ordnung: 



(16) 






in fi + *»» + 1 Veränderlichen zurückführen, und diese Form der 
Differentialgleichungen der Eurvenschar ist fOr unsere Zwecke 
Tiel bequemer. Nur dürfen wir dabei nicht Übersehen, daß jede 
Schar von cx)""^"* Kurven des Baumes x^x^'*- x^ auf unbegrenzt 
viele Arten durch ein simultanes System von der Form (16) de- 
finirt werden kann. 

Ist nämlich (16) ein System, das die Eurvenschar definirt 
und führen wir in (16) an Stelle der y neue Veränderliche 
9i ' * ' 9iii ®^^ durch m beliebige, aber nach y^ "' Vm auflösbare 
Gleichungen von der Form: 

(17) 9Ai = 9>^(^'^---^ii»yi-" O Gu-l. .m), 

so erhalten wir in den Veränderlichen ä;* a?i • • • a?^, ^1 • • • 5^ ein 
simultanes System, das dieselbe Eurvenschar des Bn-\-i'X,x^*"X^ 
definirt, wie das ursprüngliche System (16), und zwar erhalten 
wir auf diese Weise offenbar das allgemeinste simultane System 
in n + w + 1 Veränderlichen, durch das diese Eurvenschar dar- 
gestellt werden kann, vorausgesetzt daß unter diesen Veränder- 
lichen die Hl 4* 1 Punktkoordinaten x,x^ "'^n uxisers B%^\ vor- 
kommen sollen. 

Denken wir uns jetzt umgekehrt in m -\- n -\-'l Veränder- 
lichen ein simultanes System von der Form (16) vorgelegt und 
machen wir nur die Voraussetzung, daß die ^^ nicht sämtlich 
von y^ '''Vtn ^®^ ^^^' s^ ^s* durch (16) stets eine Schar von 
mindestens oo"**** und von höchstens cx) ""*"'" Eurven des 
-^«•»•1*^9 ^1 ' ' * ^n d^fiiürt Stellen nämlich die Gleichungen: 

x^ = Z, (a;, Ci ••• C»+m) («=1.. n) 

mit den n -\- m wesentlichen Parametern c^' - - Cn^m die all- 
gemeinen Lösungen von (16) dar, so erscheint die durch (16) 
definirte Eurvenschar m der Form: 

(19) X^^X^(x,C^"'Cn + ^) (. = !...»), 



(18) 



176 Fbisobich Enoel: 

WO unter den n -\- m Parametern c^ mindestens n -|- 1 wesentlich 
sind. Überdies ist klar, daß die Schar (19) den ganzen Bn^i 
erfüllt, daß also durch jeden Punkt des Bn+i mindestens (X>^ 
Kurven der Schar gehen. Nehmen wir daher noch n >^ 1 an, 
so sind durch die simultanen Systeme von der Form (16), in 
denen nicht alle |^ von ^1*"^^ frei sind, alle den ganzen 12» +1 
erfüllenden Kurvenscharen definirt, die aus höchstens cx)""*""' Kurven 
bestehen und zu denen Schnittbedingungen in dem auf S. 161 
erklärten Sinne gehören. 

Soll die durch (16) definirte Kurvenschar (19) aus gerade 
(X^n-^m verschiedenen Kurven bestehen, so müssen entweder schon 
die Gleichungen: 

nach y^ "- y^ auflösbar sein , oder man muß , wenn man diese 
Gleichungen unter fortwährender Benutzung von (16) genügend 
oft, nämlich höchstens (w — l)-mal nach x differentürt, schließ- 
lich zu einem Systeme von Differentialgleichungen gelangen, das 
m nach ^1 • • • ^^ auflösbare Gleichungen enthält. Das System 
(16) definirt daher dann und nur dann eine Schar von 00 "~^"* 
verschiedenen Kurven des B^^i^ wenn es eine solche positive 
ganze Zahl h ^m gibt, daß Vi * " y^ durch x,x^ • • * ^n ^°^ 
durch die Differentialquotienten erster bis Ä-ter Ordnung von 
von x^ " ' ^n ^^^^ ^ ausdrückbar sind, wenn also Relationen 
von der Form: 

r\ f dX-, d Xn\ 

bestehen. Diese Belationen bestimmen dann die Größen « , die 
in dem simultanen Systeme (16) zur Definition unsrer Kurven- 
schar dienen, doch ist noch zu beachten, daß die n . h Differeutial- 
quotienten erster bis Ä-ter Ordnung von x^ -»»x^ unter einander 
imd mit x, x^ • • • ^» durch n . h — m nach ebensovielen der Diffe- 
rentialquotienten auflösbare Relationen verknüpft sind. 

Für unsere Zwecke ist es aber gar nicht nötig, sich darum 
zu kümmern, ob das System (16) gerade cx)"*^*" verschiedene 
Kurven definirt oder nicht. Uns kommt es ja nur darauf an 
festzustellen, ob und wann unter den Schnittbedingungen einer 
Kurvenschar MoNGBSche Gleichungen vom ersten, zweiten, . . . Grade 
in den Differentialen enthalten sind. Für die Beantwortimg die- 
ser Frage ist es aber, wie wir S. 165 f. gesehen haben, einerlei, 
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ob in deQ Gleiißhungen (19) der Kurvenschar die Parameter sämt- 
lich wesentlich sind oder nicht. Da nun jedes simultane System 
(i 6), in dem die ^^ nicht alle von ^i • . . y„j frei sind, eine Kurven- 
schar ^es Bn-^i definirt, zu der Schnittbedingungen in unserm 
Sinne gehören, und da umgekehrt, wenn man nur m groß genug 
w&hlt, jede Kurvenschar dieser Art durch ein solches System (16) 
definirbar ist, so brauchen wir nur zu zeigen, daß unsere Frage 
nach Schnittbedingungen von der verlangten Art für jede Kurven- 
schar beantwortet werden kann, die durch ein beliebiges simultanes 
System (16) deiinirt ist, in dem nicht alle ^^ von Vi^^y^ frei sind. 

Bevor wir zur wirklichen Beantwortung dieser Frage schreiten, 
was in den beiden nächsten Paragraphen geschehen soll, ist noch 
ein Punkt zu erledigen. 

Da wir nämlich die zu imtersuchenden Kurvenscharen des 
B^^^ grundsätzlich durch simultane Systeme von der Form (16) 
definiren, so müssen wir wissen, wie aus den vorgelegten Definitions- 
gleichungen (16) einer bestimmten Kurvenschar die Definitions- 
gleichungen der Kurvenschar erhalten werden, in die sich die 
erste Schar bei einer beliebigen Transformation: 

(20) i = ^{^1 Ä, . . . a?J, li = ^i{x^ Xj . . . rcj (<=i...n) 

des H^^x verwandelt. Aber das allgemeinste simultane System, 
das die transformirte Kurvenschar definirt, erhalten wir ofienbar, 
wenn wir in (16) vermöge (20) und (17) die neuen Veränderlichen 
fi • • • J»» 9i • • • 9m eiiiführen; dabei sind die Gleichungen (20) 
durch die gewählte Punkttransformation bestimmt, während die 
Gleichungen (17) ganz beliebig wählbar sind, nur müssen sie 
nach Vi ' ' ' y^n auflösbar sein. Genau ebenso ist es, wenn wir 
die Gleichungen (20) nicht als eine Transformation des B,^^i 
auffassen, bei der die Punkte des B^^i unter einander vertauscht 
werden, sondern als einen Wechsel der im Ä^^j benutzten Punkt- 
koordinaten. Die angedeutete Operation liefert dann das all- 
gemeinste simultane System, das unsre Kurvenschar definirt, wenn 
diese auf das neue Koordinatensystem bezogen wird. 

§4. 

Pfaffsehe Gleiclmiigeii als Sehnittbedingiuigeii einer Kurvenschar. 

Wir denken uns also in dem B^^^^'ix^x^ , , . x^ eine Kurven- 
schar durch ein simultanes System (16) definirt, bei dem die i^ 
nicht alle von ^i • • • ^„, frei sind^ und legen uns zunächst die 
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Frage vor, ob unter den Schnittbedingungen dieser KuxTenschar 
pFAFFSChe Gleichungen enthalten sind und wie viele es deren gibt. 
Ist (i8) die allgemeine Lösung des simultanen Systems (i6), 
so wird unsre Kurvenschar durch die Oleichungen (19) dargestellt, 
und die zugehörigen Schnittbedingungen ergeben sich aus: 

(21) 6x,-2:w^''-^ <*='-^ 

1 " 
durch Elimination von x. Es handelt sich also darum, unter 
welchen Bedingungen aus (21) eine PFAFFSche Gleichung: 

(22) ^-n(Cl--.Cn + m)^Cv=*0 

1 

folgt. Dabei ist es, wie wir gesehen haben, vollkommen gleich- 
gültig, ob die Parameter c^ - - » c^+m üi den Gleichungen (19) 
s&mtlich wesentlich sind oder nicht. 
Weil die Gleichungen: 



(23) 



"±^a« 



>r^ ose. 



1 



^y 



1 ' 

sicher nach dc^ . . . dc^^^ auflösbar sind, so können wir die linke 
Seite von {22^ durch die dx^^ iy^ ausdrücken: 

^Y^{c)dc^^^a^{x,c^.,.c^^^6x,+^ß^{x,c^,.,c^^j6y^, 

11 1 

Nun aber soU {22^ eine Folge von (21) sein, es muß also der 
Ausdruck £ß Öy für alle Wertsysteme dc^ verschwinden, die 
den Gleichungen (21) genügen, und das ist wegen der Auflös- 
barkeit der Gleichungen (23) nur möglich, wenn ßi-'-ß^ identisch 
Tersch winden. Wir erkennen hieraus, daß aus (21) dann und 
nur dann eine PpAFFSche Gleichung als Schnittbedingung unsrer 
Kurvenschar folgt, wenn es möglich ist, n Funktionen a^ von 
^> ^ ' • • ^%+m ^^i*&i^ zu bestimmen, daß der Ausdruck: 

n 
1 

von X frei wird, ohne daß die a^ alle verschwinden. 
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Hierro ist notwendig und hinreichend, daß der Ausdruck: 



dA 
dx 



identisch gleich Null wird. Bilden wir nun die aus unserm 
simultanen Systeme (i6) folgenden Differentialgleichungen für 
die 6x.j 6y', 

/? /i 

(24) —ix^^S^, J^9y^ = 9% « = !...«; ,. = l...m), 

WO xom Beispiel: 



X ^ 1 * 

80 finden wir: 



dx 



1 ^ 1 ^' 1 1 * 



und dieser Ausdruck kann dann und nur dann identisch ver- 
schwinden, wenn die Koeffizienten der ix^ und der iyj^ dies einzeln 
tun. Demnach bekommen wir für die a^ gerade n Differential- 
gleichungen: 

1 ^ 

und außerdem t» endliche Gleichungen: 

(26) 2««ä^"^ (*-l...m), 

1 

die sich nicht alle auf => jeduziren, da ja die 1^ nicht sämtlich 
Yon Vx ' ' -y^ frei sind. 

Die ganze Aufgabe ist hierdurch auf die Beantwortung der 
Frage zurückgeführt, ob die endlichen Gleichungen (26) mit den 
Differentialgleichungen (25) zusanmien bestehen können, ohne daß 
a^ . . . cr^ alle verschwinden. Diese Frage aber kann, wie leicht 
zu sehen ist, stets durch bloße Differentationen und Eliminationen 
beantwortet werden. 

Wir woUen zunächst annehmen, daß wir es mit einer ganz 
bestimmten Kurvenschar des Baumes x^x^, , ,x^ zu tun haben, 
von der wir feststellen wollen, ob unter ihren Schnittbedingungen 
PpAFPSche Gleichungen vorhanden sind oder nicht, und wir denken 
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uns daher (i6) als ein gegebenes simultanes System, so daß die 
it) Vu ^^^Ai^te Funktionen ihrer Argumente und insbesondre 
die $j nicht sämtlich von y^ . . ,y^ frei sind, ünsre Frage konmit 
dann, um mit Lie zu reden, auf die folgende hinaus: In den 
Veränderlichen x^ x^ . . . x^y Pi ' * ' tfmy ^i * - - ^» ^^^ ^^ kleinste 
in a^^ . . . a^ lineare homogene Gleichungssjstem bestimmt werden, 
das die Gleichungen (26) umfaßt und das die infinitesimale Trans- 
formation: 



dx 



+ 




■<h 




<*«?/" 






n 

1 



dxf f dcc^ 



gestattet. Wir können sie aber auch direkt beantworten, ohne 
uns auf diese LiESchen Theoiien zu stützen: 
Es sei h der Rang der Matrix: 



(27) 



dk 

m 


3«- 


as. 


m 
• • — - 



^y, 



m 



^Vm 



so daß also alle Qi+ l)-reihigen Determinanten von (27) identisch 
verschwinden, nicht aber alle A-reihigen. Da die §,■ nicht alle 
von y^ . . , y^ firei sind, so ist h sicher > 1. Wäre nun Ä = n, 
so würde aus (26) folgen: «j «=■••• = «^ = 0, zu unsrer Kurven- 
schar gehörte daher sicher keine PpAPFsche Gleichung als Schnitt- 
bedingung; wir nehmen deshalb ^ <I n an. Wir differentiiren 
die Gleichungen (26), indem wir (25) benutzen, und finden die 
Gleichungen: 

(A) 2j''Adx'dy,'-2jdx,d^, 



wo: 



«0 



(ib=sl...m) 



+2^^aa;-ak+-2f^^' 



dHi 



dy. 



dy^^Vk 



d Hi 

dxdyt 



dxdyf^ 

gesetzt ist. 

Hat die aus den Koeffizienten von (26) und (26^) gebildete 
Matrix den Bang n, so verschwinden alle o,-, und unsre Kurven- 
schar besitzt daher unter ihren Schnittbedingungen sicher keine 
PpAFFSche Gleichung. Hat andrerseits diese Matrix gerade den 
Rang Ä, ist also jede der Gleichungen (26^) eine Folge von (26), 
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so ziehen (25) und (26) zusammengenommen keine endliche 
Gleichung nach sich, die nicht schon ohne Dififerentiation aus (26) 
allein folgt. Denken wir uns daher (26) nach h von den a^ 
aufgelöst» etwa nach o^ . . . a^ und setzen wir die erhaltenen Aus- 
drücke in (25) ein, so reduziren sich die ersten h dieser Differential- 
gleichungen auf Identitäten und wir behalten n — h lineare 
homogene Differentialgleichungen für aj^^^ . . . a^ allein übrig, 
während endliche Gleichungen zwischen cij^^t ' ' • ^n ^^^^ mehr 
bestehen. Demnach hängt das allgemeinste Lösungssystem der 
Grleichungen (25) und (26) linear und homogen von n — h will- 
kOrlichen Konstanten ab und zu unsrer Kurvenschar gehören 
gerade n — h von einander unabhängige PpAFFSche Gleichungen 
als Schnittbedingungen. . 

Übrig bleibt der Fall, daß der Rang der Matrix der ver- 
einigten Gleichungen (26) und (26^) zwar kleiner als t», aber 
großer als h ist, etwa = h + h^. Dann aber behandeln wir die 
vereinigten Gleichungen (26) und (26^) genau so wie vorher die 
Gleichungen (26). Wir differentüren also (26^) imter Benutzung 
von (25) und erhalten so ein neues System (262) von endlichen 
Gleichungen zwischen a^ . . . a^. Hat die Matrix der vereinigten 
Gleichungen (26), (26^), (263) den Rang w, so gibt es keine 
PpAFFsche Gleichung als Schnittbedingung, hat sie gerade den 
Bang h -{- h^j so gibt es deren gerade n — h — h^ unabhängige, 
hat sie einen Rang > Ä + Ä^, aber < n, so müssen wir wieder 
die Gleichungen (262) differenziren, gelangen auf diese Weise zu 
nenen endlichen Gleichungen (26,) und so fort. 

Es leuchtet ein, daß wir die beschriebene Operation, also 
die Hinzufügung der durch Differentiation entstehenden neuen 
endlichen Gleichungen, höchstens (n — l)-mal auszuführen brauchen, 
um entweder zu finden, daß o^ . . . a,^ sämtlich verschwinden müssen 
oder daß unter den Schnittbedingungen unsrer Kurvenschar eine 
ganz bestinomte Zahl von einander unabhängiger PfAFFscher Glei- 
chungen aufbritt. 

Bei einer Kurvenschar, die durch ein vorgelegtes simultanes 
System (16) definirt ist, können wir also stets durch Differen- 
tiationen und Eliminationen entscheiden, wie viele von einander 
unabhängige PpAFFSche Gleichungen unter ihren Schnittbedingungen 
enthalten sind. Aber noch mehr; wir können sogar, wenn wir 
als Parameter der Kurvenschar die Anfangswerte von a;^ . . . x^j 
tfx ' ' ' Vm ^^ ^ ™ ^0 benutzen, die betreffenden PpAPFSchen 
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Gleichungen selbst hinschreiben, ohne das simultane System (16) 
integriren zu müssen. 

In der Tat, auf dem angegebenen Wege finden wir aus (26) 
ein System von l^ h linearen homogenen Gleichung^en zwischen 
04 • • • a^, das die Gleichungen (26) umfaßt und das durch 
Differentiation nach x und Benutzung von (25) keine neue end- 
liche Gleichung zwischen a^ . . . a^ liefert. Wir lösen dieses 
System nach l von den a^ , etwa nach a^ . . . a, , auf: 

1 

und setzen diese Ausdrücke fGbr a| . . . a, in (25) ein, dann be- 
kommen wir für cc^^i . . - a^ die Differentialgleichungen: 

0=1. ..«-0. 
während die l ersten Gleichungen (25) eine Folge von (29) werden 
und sich zwischen a^^^ . . . a^ allein keine endliche Relation er- 
gibt. Der allgemeinste Ausdruck: 

n 

1 
der von x frei wird, hat demnach die Form: 

«~i / I 

(30) Ä ^^Jai^jl SXt+j -h^ ^nj^^7 

1 \ l 

WO für at^iy . . . a^ die allgemeinsten Lösungen der Differential- 
gleichungen (29) zu setzen sind. 

Denken wir uns jetzt in den Gleichungen (19) unsrer 
Kurvenschar die Konstanten c^ . . . Cn-^m durch die Anfangs werte 
aSi ffii ausgedrückt, die a;^, y fCLr o; » o^q annehmen, so ersdieinen 
die Gleichungen unserer Kurvenschar in der Form: 

(19') x^ = Si{x, a^o, a:? ...«;, yj ... yS.) (.=1...«) 

und die Gleichungen (21), aus denen durch Elimination von x die 
Schnittbedingungen hervorgehen, werden nach S. 173: 

(21') ix, =^|§(d^s - 5;<i^o)+ JrlS ^^^>^ - "^^^^ " •*' 

1 * 1 '* 

(1 = 1 . . . n) , 
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wo: 



ist Da nun der Ausdruck (30) von x frei wird, so können wir 
seinen Wert berechnen, indem wir x = Xq setzen. Die Anfangs- 
werte der ai^j ftb* x ^^ Xq sind dabei ganz beliebig wählbar, folg- 
lich hat der allgemeinste von x freie Ausdruck ^a^dx^ die Form: 



«— I 



1 ^ 1 

wo die Ci^j willkürliche Konstante oder, wenn man will, will- 
kfibrliche Funktionen der o^), o;/, ^ sind. Unter den Schnitt- 
bedingongen unserer Eurvenschar sind daher gerade n^l von 
einander unabhängige PpAFFSche Gleichungen enthalten, und diese 
lauten, wenn mao als Integrationskonstanten des simultanen 
Systems (16) die Anfangswerte benutzt, so: 

(3 1 ) dnH+i - &+J dx^ +2 (fi„i (dx% - |5ld«o) = 

1 

(i = i...ii-0, 

ihre Aufstellung erfordert also nur Differentiationen und Elimi- 
nationen, nicht aber die Integration des simultanen Systems (16). 
Nehmen wir an, daß die durch (16) definierte Kurvenschar 
aus gerade cx3" + '" Kurven besteht, und erteilen wir x^ einen 
festen Zahlenwert, so sind die übrig bleibenden Parameter 
^ - • • ^» y? • • . ySi in den Gleichungen (19') sftmtlich wesent- 
lich und unter den Schnittbedingungen unserer Kurvenschar be- 
finden sich gerade n — l von einander unabhängige PpAFFSche 
Gleichungen, die augenscheinlich die Form: 

i 
(31') dolt^s+^^^jdixPn'-O (i = l...i.-i) 

1 

haben. Deuten wir, wie es Lib zu tun pflegt, die Ghrößen 
2? . . . a{, ^ • • • ^1 ftls Punktkoordinaten in einem R^-^- m 9 so er- 
halten wir eine Abbildung der Kurven unsrer Schar auf die 
Punkte dieses Bn+mi luid das PpAFFSche System (31') stellt 
dann in diesem Bn^m ein Gebilde dar, das gegenüber allen 
Ponkttransformationen des Bn^i : x ^ x^^ . . , x^ mit unsrer Kurven- 
schar invariant verknüpft ist. 
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Es hat jedoch seine großen Vorteile, dem Xq keinen festen 
Zahlen wert zu erteilen, sondern es in den Gleichungen (19') als 
einen überzähligen Parameter beizubehalten. Dann brauchen wir 
nämlich, um die Größen Xq^ x% y^ und die Schnittbedingungen 
(31) zu deuten, nicht erst einen neuen Baum einzuführen, sondern 
können in dem ursprünglichen Bn^i : x^ x^^ , . . x^ bleiben. 

In der Tat, jedes Wertsystem: x^^ a;?, y^ bestimmt eine der 
00'" durch den Punkt Xq^ Xi . . . xi des B^^i gehenden Integral- 
kurven des simultanen Systems (16) und man kann dabei auch 
iiait y^ . . . ym eine geometrische Bedeutung verbinden, wenn man 
sich erinnert, daß die y durch die Differentialquotienten von 
x^ . , . x^ nach x ausdrückbar sind (vgl. S. 176). Die Gleichungen 
(31) sind nun Bedingungen dafür, daß die beiden unendlich be- 
nachbarten, durch die Wertsysteme rc^, a;?, x^ und Xq + äx^^ 
x^+dx^, t/^ + dffit bestimmten Integralkurven von (16) ein- 
ander schneiden, und zwar sind es unter den sämtlichen Be- 
dingungen für dieses Schneiden die einzigen, die in den Differ- 
entialen dxQ^ dx^y dy^ linear sind. Hierin liegt, daß wir in 
den Gleichungen (31) die Indices überall weglassen und die 

Gleichungen: 

i 

(31") dXj^j — ^i-^-jdx +^^^nj{dXn - ^näx)=^0 0=1. ..n-i) 

1 

unmittelbar in dem R^-^i : x^ x^ . . • x^ als ein System von Pfafp- 
schen Gleichungen deuten können, das mit unserer Eurvenschar 
gegenüber allen Pimkttransformationen dieses Raumes invariant 
verknüpft ist. Etwas präziser ausgedrückt: Das PrAFFSche System 
(31 ") in den Veränderlichen a;, a?! . . . a;^, y^ . . . y^ ist mit dem 
simultanen Systeme (16) invariant verknüpft gegenüber der im- 
endlichen Gruppe aller Transformationen, die durch Gleichungen 
von der Form (20) und (17) dargestellt werden. 

Da in (31") die Differentiale der y gar nicht vorkommen, 
so erhält man aus (31 ") durch Elimination von ^i • • . y«, voraus- 
gesetzt, daß sie möglich ist, ein MoNGESches System in den Ver- 
änderlichen a?, a;^- . . a?^, das ebenfalls mit unserer Eurvenschar 
invariant verknüpft ist gegenüber allen Punkttransformationen des 
Baumes a;, x^ . , . x^. 

Wir dachten uns bisher das simultane System (16) gegeben, 
weil es die Definitionsgleichungen einer bestimmten Eurvenschar 
darstellen sollte, von der wir feststellen wollten, ob unter ihren 
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Schnittbedingungen PFAFFSche Gleichungen yorkommen. Wir 
können aber die Gleichungen (25) und (26) auch benutzen, um 
die folgende allgemeine Aufgabe zu lösen: Welche den ganzen 
Bn^i erfüllenden Scharen von mindestens 00"+^ und höchstens 
43Q«4-m Kurven gibt es, unter deren Schnittbedingungen mindestens 
eine PpAFFSche Gleichung enthalten ist? 

Da jede derartige Eurvenschar durch ein simultanes System 
▼on der Form (16) definirt werden kann^ in dem die ^ nicht 
sämtlich von ^1 . • • ^^ ^^ ^^^9 ^^ handelt es sich jetzt darum, 
welchen Bedingungen die Funktionen ^^ . . . |^, rii - - - fim genügen 
müssen, damit die Gleichungen (25) und (26) zusammen bestehen 
können, ohne daß alle cc^ verschwinden. 

Um diese Aufgabe in voller Allgemeinheit zu lösen, denken 
wir uns wie früher aus (26) durch Differentiation nach x und 
durch Benutzung von (25) das Sjstem (26^) abgeleitet, aus 
diesem wieder das Sjstem (262) und so fort bis zu dem System 
(26,^^1), dessen Koeffizienten die Differentialquotienten der ^ bis 
zur nten Ordnimg und die der 17^ bis zur (n — 2)ten Ordnung 
enthalten. Sodann wfthlen wir auf alle möglichen Arten l -f- ^ 
von Null verschiedene positive ganze Zahlen h, h^ . . .h^ derart, 
daß ? < » — 1 und ä + ä^ + ... + ä, <fi ist, und stellen für 
jede so erhaltene Folge Yon Zahlen die Bedingungen dafür auf, 
daß die Matrix der Gleichungen (26) den Bang h bekommt, die 
der vereinigten Gleichungen (26) und (26^) den Rang Ä + Ä^, . . . 
die der vereinigten Gleichungen (26) , (26^)... (26,) den Rang 
* + Ä^ + . . . + Ä, und die der vereinigten Gleichungen (26), 
(26^) . . . (26,), (26^+1) ebenfalls den Rang Ä + Ä^ + . . . + Ä,. 
Jede Zahlenfolge A, h^ , . .h^ liefert uns auf diese Weise ein 
System von partiellen Differentialgleichungen für ^^ . . . ^, % • • • 17^1 
das in den ^ von der (l -f 2)ten, in den i}^ von der ^ten Ord- 
nung ist. Besitzt dieses System von Differentialgleichungen 
überhaupt keine Lösungen oder besitzt es nur solche Lösungen 

Si • • • 5«» Vi ' ' ' Vm9 ^^ *^® ^ ^^^ Vi ' ' 'Vm ^^^ ^^^» ^^ konunt 
es für uns nicht in Betracht und die betreffende Zahlenfolge 

A, ^ . . . ^2 ist zu verwerfen, besitzt es dagegen Lösungen ^^ . . . $^, 
»h • • • ^m? ^^ nicht alle 1^ von Vx * - -y^ frei sind, so definirt 
es gewisse simultane Systeme (16) mit mindestens cx3"~^^ und 
höchstens cx)*+'" Integralkurven, bei denen unter den Schnitt- 
bedingungen der Litegralkuryen gerade n — (ä + Äj + . . . + Ä,) 
von einander unabhängige PFAFFSche Gleichungen vorhanden sind; 

Maih.-ph7i. KlMse 1905. Bd. LVH. 18 
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außerdem kann man nach Einfülirung der Anüangswerte Xq^ afl^ ^ 
diese PpAFFscben Gleichungen sofort hinschreiben: ihre Koeffizien- 
ten sind aus den ^, t/ und aus den Ableitungen erster bis 
(l -\- l)ter Ordnung der ^ und aus den Ableitungen erster bis 
(l — l)ter Ordnung der rj^ gebildet. 

Führt man die beschriebene Untersuchung für alle möglichen 
Zahlenfolgen hy ^ . . . A, durch, so erhält man eine Reihe von 
Systemen partieller Differentialgleichungen für die |,., 17 , und 
durch diese Systeme sind alle Scharen Ton mindestens cx)"+^ und 
höchstens 00"+"* Kurven des 22» -fi definirt, unter deren Schnitt- 
bedingungen mindestens eine PpAFFSche Gleichung vorkommt. 

Wir haben bisher von den n -{- 1 Punktkoordinaten des 
Rn^i : Xj x^ . , . x^ immer die eine x bevorzugt, indem wir sie 
als unabhängige Veränderliche benutzten. Wir wollen jetzt noch 
andeuten, wie sich unsere Entwicklungen gestalten, wenn wir 
unsere Kurvenschar in der Weise darstellen, daß wir uns alle x 
als Funktionen einer Hilfsveränderlichen t gegeben denken. Um 
jedoch die Schreibung der Formeln zu erleichtem, wollen wir 
dabei die Punktkoordinaten des B^^i mit x^ , . . Xn^i bezeichnen. 

Bei Einführung der Hilfsveränderlichen t kann jede den 
ganzen Rn + i ausfüllende Schar von mindestens cx)''+^ und 
höchstens 00*+"* Kurven durch ein simultanes System von der 
Form: 

-ji = S.(^i • • • ^«+1» Vi" Vv) (.=1...»+ 1) 

dy 

definirt werden, wo jetzt die Quotienten der i^ nicht alle von 
Vi * • ' Vm ^^^ ^^^^ dürfen. Sind nun: 

die allgemeinen Lösungen von (32), so wird unsere Kurvenschar 
durch die Gleichungen: 

(34) ^i = <P<(^ Ci ... . Cn+m+i) (. = 1... 1.4-1) 

dargestellt und die Schnittbedingimgen erhalten wir nach S. 1 6 1 f . 
durch Elimiaation von t und dt aus den Gleichungen: 

(35) ^dt + dx^^O (.^L-^+i), 
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wenn wir wie früher setzen: 


»«^'.^..^^'.x.»-.. xv/t 




r »+««+1 


(i=i...ii4-j) 


(36) 


1 


(/<^l...m). 



^ir fragen, wann aus (35) durch Elimination Ton t und dt eine 
PpAFPSche Gleichung: 

(37) 2 ^»(^ • • • ^n+m+l)^v = 

1 

hervorgeht. 

Da die Gleichungen (36) sicher nach den dc^ auflösbar sind, 
so können wir die linke Seite von (37) durch die dx^^ Sy aus- 
dr&cken: 

/'n- f-m-f -l «4-1 



(38) 



1 
m 



+ /?' ßÄ^^ ^ • • • ^i. + m + l)^yix- 



Nun aber soll (37) eine Folge von (35) sein und andrer- 
seits ergibt sich aus (35) und (36) sicher keine von den dc^ 
freie Relation zwischen Sy^ . . . Sy^ und dt^ folglich müssen 
erstens alle ß identisch verschwinden, zweitens muß: 

(39) 2'^i^i-O 

1 

sein, und wir erkennen, daß eine Pf äff sehe Gleichung (37) als 

Schnittbedingung dann und nur dann auftritt, wenn es möglich 

ist, n nicht sämtlich verschwindende Funktionen a^ , . . a^ von t 

und den c^ so zu bestimmen, daß (39) erfüllt ist und daß der 

Ausdruck: , . 

ü-f-i 

1 
von i frei wird. 

Bedenken wir jetzt noch, daß die dx^ Öy den Differential- 
gleichungen: 



*^i = ^5., :T,dy, 



dt 



dt^f 



Sri (»=l...n-f I; ^ = l...m) 
13* 
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genügen, wo zum Beispiel: 

n-J-l m 



'^-M'j^'+SfI'j^^ 



ist, so finden wir: 



dÄ 
dt 







(42) >^i*"<at/ ^ ^ (a*=i. .«) 



1 1 1 1 '^ 

Dieser Ausdruck muß identisch verschwinden, was uns zur 
Bestimmung der cr^ noch die Gleichungen: 

und: 

liefert. 

Damit ist unsre Frage auf die andre zurückgeführt, ob die 
Differentialgleichungen (41) und die endlichen Gleichungen (39) 
und (41) hefriedigt werden können, ohne daß a^ . , . a^ sämtlich 
verschwinden. Die Beantwortung dieser Frage aber erfordert 
offenbar nur Differentiationen und Eliminationen, was näher zu 
begründen nur auf eine Wiederholung des auf S. 179 ff. Gesagten 
hinauskommen würde. 

Nur noch eine Bemerkung wollen wir hieran knüpfen, weil 
sie sich jetzt bequemer aussprechen läßt, als früher, wo wir das x 
bevorzugten. 

Wenn wir nach allen Scharen von mindestens c»""*"^ und 
höchstens (»"+'" Kurven des jB„ + i fragen, unter derSn Schnitt- 
bedingungen PpAFFSche Gleichungen vorkommen, so erhalten wir, 
wie früher gezeigt, eine Beihe von Systemen partieller Differen- 
tialgleichungen für die J^, ly . Jedes dieser Systeme definirt eine 
unendliche Mannigfaltigkeit von Eurvenscharen und der Inbegriff 
aller durch ein solches System definirten Kurvenscharen bleibt 
offenbar invariant bei der Gruppe aller Punkttransformationen 
des Bn-^v Hieraus folgt, daß jedes der betreffenden Systeme 
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Ton partiellen Differentialgleichungen selbst bei einer leicht an- 
gebbaren unendlichen Gruppe invariant bleibt. 

Wollen wir nämlich auf eine Kurvenschar des -Kn + i, die 
dnrch ein simultanes System (32) definirt ist, die allgemeinste 
Punkttransformation : 

(43) oii =- 9>^(iCi . . . a;«-f 1) (fei...n+t) 

des J?„^i ausfahren, so erreichen wir das (vgl. S. 177), indem wir 
in das simultane System (32) neue Yeränderlicbe Xi^ y[t einführen 
durch eine Transformation, die von den Gleichungen (43) und: 

(44) . Vu == z^(a;i . . . a?^+i, ^i . . . Vi) (/*«i...m) 

dargestellt wird, wo die % ganz willkürlich sind und nur in 
bezug auf tfi * ^ • y^ von einander unabhängig sein müssen. Das 
simultane System (32) erhält dabei die neue Form: 

(32') ^ = 15, ^„^'^ (.• = l...,+l;^ = l...m), 

wo: 

n-fi 



(45) 



dx. 



1 " 



j y 1 * 



und die Gleichungen (43), (44)) (45) zusammengenommen stellen 
nun augenscheinlich die unendliche Gruppe dar, bei der jedes der 
vorher erwähnten Systeme von partiellen Differentialgleichungen 
fÖr die ^j, ly invariant bleibt. 

Schreibt man für Xn^i wieder x und ersetzt man J,:Jii + i 
dnrch ^, sowie ij^:^»^.! durch r^^ so erhält man die unendliche 
Gruppe, bei der die auf S. 186 erwähnten Systeme von partiellen 
Differentialgleichungen für Jj . . . |^, % . . . iq^ invariant bleiben. 

§5. 
Mragesche Systeme zweiten nnd höheren Grades als Sehnitt- 

bedingnngen einer Knrvenschar. 

Wir denken uns jetzt wieder im JB^-f-i : ^j ^ • • • ^„ eine 
Kurvenschar durch ein simultanes System von der Form (16), 
S. 175 definirt, dessen allgemeine Lösungen wieder die Glei- 
chungen (i3), ebenda, seien, so da£ unsere Kuirenschar durch die 
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Gleichungen (19) dargestellt wird, und die Schnittbedingungen 
aus den Gleichungen (21), S. 178 durch Elimination von x her- 
vorgehen. Nunmehr aber verlangen wir, daß unter diesen Schnitt- 
bedingungen eine Monge sehe Gleichung zweiten Grades. 



(46) 



l. ..n-|- m 



vn 



(47) 



tx 



enthalten sei. 

Auf Grund der Gleichungen (23), S. 178 denken wir uns die 
linke Seite von (46) durch die ^a;^, dy ausgedrückt: 

ij i fi 

1 «•«m 

wo die a, j3, y gewisse Funktionen von a?, c^ , , . Cn^m werden. 
Soll daher die Gleichung (46) eine Folge von: 

(21) dx^ = 0, . . ., Äa;^ = 

sein, so muß jedenfalls der Ausdruck Uy^Sy dpk ftir alle Wert- 
systeme dCj, . . . dcn-f-m verschwinden, die den Gleichungen (21) 
genügen, das aber ist, weil die Gleichungen (2^) nach den dc^ 
auflösbar sind und weil also aus (21) und {2^) keine von den 
dc^ freie Relation zwischen iy^ . . . 6y^ folgt, nur möglich, wenn 
alle Yf^k identisch verschwinden. 

Folglich ist unsre Forderung dann und nur dann erfüllt, 
wenn es möglich ist, die Funktionen a^J^ ß^ so zu bestimmen, 
daß der Ausdruck: 



(48) 



l...n 

A «= ^^ a^jSx^dXj + 2 

iJ 



^ ^ rtfi 



ßtu^^i^y, 



von X frei wird und nur die c^, dc^ enthält. Hierzu wiederum 
ist notwendig und hinreichend, daß der Ausdruck: 



(49) 



l...n 



1 . • . fi 1 .. . m 






'^.-y.-^'-.^'.^'^y.y. 



1»««W l«*a9IX«a« fit 
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för &lle Werte der dc^ verschwindet, was angenscheinlicb nur 
möglich ist, wenn er schon in den dXfj Öy identisch verschwindet. 
Ersetzen wir daher in (49) die ^|^., örj^ durch ihre Werte: 

1...» 1 . . . m 

ordnen wir dann nach Potenzen der ix^ Öpft und setzen wir die 
Koeffizienten der einzelnen Glieder gleich Null, so erhalten wir 
als analytischen Ausdruck unsrer Forderung die Gleichungen: 



(50) 



da. 






dx 



J /% l«a«M _- Xi-- tu f\ laa.1l />& 



f 



(«, i=al...n; /«sBlaa.m) 



und: 



1...» 

(51) 2'(^'>^ + ^"lr)='^ 0<.» = l....m). 



Unsre Aufgabe konunt also darauf hinaus, festzustellen, ob 
die Differentialgleichungen (50) und die endlichen Gleichungen 
(51) zusammen bestehen können, ohne daß die a^j und die ßif^ 
aUe verschwinden. 

Es leuchtet unmittelbar ein, daß diese Frage auf genau 
demselben Wege erledigt werden kann wie die entsprechende 
Frage för die Gleichungen (25) und (26) auf 8. 179. Wir 
können uns daher begnügen, das Ergebnis, zu dem man dabei 
gelangen wird, kurz anzugeben. 

Ist das simultane System (16) vorgelegt, handelt es sich 
also darum, festzustellen, ob zu einer ganz bestimmten Kurven- 
schar Monge sehe Gleichungen zweiten Grades als Schnitt- 
bedingnngen gehören, so findet man, indem man (51) unter 
Benutzung von (50) genügend oft nach x differentiirt, entweder, 
daß alle a und ß verschwinden, daß also keine Monge sehen 
Gleichungen von der verlangten Art existiren, oder man erhält 
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zwischen den \n(n + l) + ntn = N Größen a, ß eine bestimmte 
Anzahl, etwa L von einander unabhängige lineare homogene 
Gleichungen, die nach x differentiirt mit Benutzung von (50) 
keine neuen endlichen Gleichungen zwischen den a, ß liefern. 
Im zweiten Falle kann man L von den Größen a, ß durch die 
N — L übrigen ausdrücken, die ihrerseits nicht mehr durch end- 
liche Belationen verknüpft sind, sondern durch N — L lineare 
homogene gewöhnliche Di£ferentialgleichungen erster Ordnung be- 
stimmt werden. Der allgemeinste von x freie Ausdruck (48) 
hängt daher linear und homogen von N — L willkürlichen Kon- 
stanten ab. 

Führt man statt der Konstanten c^ . . . Cn^m die Anfangs- 
werte a^j yj ein, die die x^, y^ fElr x =^ Xq annehmen, so kann 
man den allgemeinsten von x freien Ausdruck (48) sofort hinschreiben, 
und man findet, daß zu der vorgelegten Kurvenschar gerade 
N — L linear unabhängige Monge sehe Gleichungen zweiten 
Grades in den Ausdrücken dx^ — l?^^o» ^^2 — Vm^^o gehören. 
Es bedarf dann natürlich noch einer besondem Untersuchung, 
um festzustellen, wieviele von einander unabhängige Gleichungen, 
diese N — L linear unabhängigen Gleichimgen zweiten Grades 
repräsentiren. Andrerseits versteht es sich von selbst, daß die 
gefundenen JV — L Monge sehen Gleichungen, wenn man den 
Index wegläßt ein System darstellen, das mit der betrachteten 
Kurvenschar gegenüber allen Punkttransformationen des jßn-fi- 
x^ x^ . . , x^ invariant verknüpft ist. 

Denkt man sich nicht eine bestimmte Kurvenschar gegeben, 
sondern stellt sich die allgemeinere Aufgabe, alle Kurvenscharen 
des Rn-\-i von mindestens 00"+^ und von höchstens 00*+"* Kur- 
ven zu bestinmien, untet deren Schnittbedingungen mindestens 
eine Monge sehe Gleichung zweiten Grades auftritt, so erhält 
man in derselben Weise wie auf S. 185 f. eine Reihe von Systemen 
partieller Di£ferentialgleichungen für die 1^, 17 , und jedes dieser 
Systeme definirt einen bei allen Punkttransformationen des Itn-\-i 
invarianten Inbegriff von solchen Kurvenscharen, unter deren 
Schnittbedingungen eine ganz bestimmte Anzahl von linear un- 
abhängigen Monge sehen Gleichungen zweiten Grades enthalten 
ist. Kennt man ein Lösungensystem eines solchen Systems von 
Differentialgleichungen, so kann man bei Einführung der An- 
fangswerte Xq^ x% y^ die betreffenden Monge sehen Gleichungen 
zweiten Grades sofort hinschreiben. 
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Es hat jetzt offenbar nicht die geringste Schwierigkeit mehr, 
die entwickelte Methode auch auf den Fall anzuwenden, wo . 
Monge sehe Gleichungen dritten, vierten oder noch höheren Grades 
als Schnittbedingungen auftreten sollen. Verlangt man zum 
Beispiel solche vom dritten Grade, so kommt alles darauf hinaus, 
gewisse Funktionen a, |3, y von x und c^ . . . Cn+m so zu bestimmen, 
daß der Ausdruck: 

ijt ij M »■ */" 

von X frei wird, und man erhält wieder fElr die cc^ ß^ y gewisse 
lineare homogene Differentialgleichungen und gewisse lineare 
homogene endliche Gleichungen, die befriedigt werden mdssen, 
ohne daß die a, j3, y sämtlich verschwinden. 

Naher darauf einzugehen, wäre zwecklos, da die Methode 
klar ist. Dagegen ist es es vielleicht nicht unangebracht noch etwas 
darüber zu sagen, wie sich die Untersuchung über MoNGESche 
Gleichungen zweiten Grades als Schnittbedingungen gestaltet, wenn 
man zur Darstellung der Eurvenscharen eine Hilfsveränderliche t 
benutzt. 

Wir denken uns also in dem B^^^i x^ . . . x^^^^ eine Kurven- 
schar durch ein simultanes System von der Form {^2) S. 186, 
definirt und fragen nach den etwa vorhandenen Schnittbedingungen, 
die MoNGESche Gleichungen zweiten Grades sind. 

Die Eurvenschar selbst wird durch Gleichungen von der 
Form (34) dargestellt und die Schnittbedingungen ergeben sich 
&^ (35) durch Elimination von t und dt. Soll nun eine der 
Schnittbedingungen die Form: 

(52) 2^^" (*^ • • • ''«+<»+i) ^"^ ^'^* ^ ^ 

vn 

haben, so denken wir uns wieder die linke Seite von (52) ver- 
möge (36) durch die ^x^^ 6y ausgedrückt und bekommen eine 
Gleichung von der Form: 

l. ..n-{ -l l. ..n-f -l 1--'W» 

(53) ^r.^dc,dc^=^^a,jdx,6xj + 2^ ^ß,^Sx,8y^, 

WO die a und ß gewisse Funktionen von t und den c, sind und 
wo wir rechts die Glieder zweiter Ordnung in den öy schon 



194 Friedrich Engel: 

weggelassen haben, da die angenscheinlich verschwinden müssen, 
wenn (52) eine Folge von (35) sein soll. 

Es maß nun, wenn wir auf der rechten Seite von (53) 
für öx^ setzen 6x^ + ^dt und dann nach Potenzen von di ent- 
wickeln, ein Ausdruck herauskommen, der von dt frei ist, also 
ergeben sich für die a und ß von vornherein die endlichen 
Gleichungen : 

(i = 1 . . . ji -|- 1 , // = !... m). 

Endlich muß es möglich sein, die a und ß so zu bestinmien, daß 
die rechte Seite von (53) von t frei wird, und das führt auf 
Gleichungen, die genau so gebildet sind, wie die Gleichungen 
(50) und (51), nur daß an Stelle von x die Veränderliche t ein- 
tritt und dazu t, j und v die Werte 1 . . . n -f~ 1 zu durchlaufen 
haben. Die Aufgabe kommt dann darauf hinaus, festzustellen, 
ob die gefundenen Differentialgleichungen und endlichen Gleichungen 
zusammen bestehen können, ohne daß alle a, ß verschwinden. 



§6. 

Eine Erweitemng der in § 1 gegebenen KlMsiflkation 

der Knrvenscharen. 

Bevor wir zur Behandlung einiger spezieller Probleme von der 
betrachteten Art übergehen, wollen wir noch zeigen, daß sich an 
die Betrachtung der Schnittbedingungen einer Kurvenschar noch 
allgemeinere Aufgaben knüpfen lassen, die aber ebenfalls durch 
unsre Methode gelöst werden können. 

In dem R^^i : x, x^ . . , x^ (n > l) sei eine Schar: 

von (»*+"* Kurven vorgelegt (m > 0), die den Raum ausfüllt, und: 

seien die zugehörigen Schnittbedingungen, die aus: 

»4-m o 
^^ CX. 

(57) ^ Ji^^^^ ('«1...») 

1 * 
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durch Elimination von x entstehen. Betrachten wir nun irgend 
eine Eunre Ct von allgemeiner Lage, so bestimmen die Verh&lt- 
niagrößen: dc^z . , ,z dCn-^m &lle dieser Kurve Ct unendlich benach- 
barten Kurven der Schar (55) und die Gleichungen (56) be- 
stimmen unter diesen unendlich benachbarten Kurven alle die, 
von denen die Kurve Cf geschnitten wird, während die Gleichungen 
(57) unter den der Kurve Cg unendlich benachbarten Kurven alle 
die ausscheiden, die die Kurve Ct in demselben Punkte Xy x^,., Xn 
treffen. 

Eine anschaulichere Vorstellung von diesen Verhältnissen 
bekonmien wir, wenn wir die dc^ als homogene Punktkoordinaten 
in einem Baume 9ln+m— 1 deuten. Die Punkte dieses Baumes 
stellen dann alle der Kurve Ct unendlich benachbarten Kurven 
der Schar (55) dar; alle die Kurve Ct schneidenden Kurven c, -f- dog 
werden durch die Punkte einer m-fach ausgedehnten Punktmannig- 
fidtigkeit 9R^ des Stn+m— 1 abgebildet , deren Gleichungen unsre 
Schnittbedingungen (56) sind, und auf dieser 3K^ liegen 00^ ebene 
(m — l)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten @m— i^ di& durch 
die Gleichungen (57) dargestellt werden und unter denen jede 
das Bild ist der oo"*"~^ Kurven Ct + dc^y welche die Kurve Ct 
in demselben Punkte x^ x^ . . . Xn treffen. 

ünsre früher aufgestellte Klassifikation der Kurvenscharen des 
-R»-fi (vgl. S. 163 ff.) beschränkte sich auf solche Kurvenscharen, 
bei denen es imter den Schnittbedingungen (56) mindestens eine 
in den dc^ algebraische Gleichung gab; mit andern Worten, wir 
betrachteten nur den Pall, daß die eben definirte Punktmannig- 
feltigkeit SR^ entweder selbst algebraisch war oder doch auf 
einer algebraischen Punktmannigfaltigkeit lag. Nun aber kann der 
Fall eintreten, daß SOt^ zwar auf keiner algel^raischen Punkt- 
mannigfaltigkeit Hegt, dafür aber gewisse andre algebraische Mannig- 
faltigkeiten des 9ln+m— 1 bestimmt. Es können zum Beispiel, wenn 
» > 1 ist, die homogenen Koordinaten der 00^ ®m— 1 (5?) ^^^ 
XnTsth} algebraischer Gleichungen befriedigen, andrerseits können, 
wenn t» > 1 aber w > 2, also n-\-m — l>w-f-l ist, die homogenen 
Koordinaten der m-fach ausgedehnten Tangentialebenen von 9Rm 
gewissen algebraischen Gleichungen genügen, beide Male ohne 
daß SOtm selbst das zu tun braucht. 

Dencmach ist unsre Klassifikation der Kurvenscharen noch 
einer Erweiterung föhig, bei der man auch die Möglichkeit be- 
rücksichtigt, daß für m > 1 die Koordinaten der 00^ @m— 1 (57) 
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gewisse Gleichungen ersten,, zweiten, ... Grades erfüllen, und 
daß fOr n > 2 zwischen den Koordinaten der m-fach ausgedehnten 
•Tangentialebenen von 3)tm Relationen ersten, zweiten, . . . Grades 
bestehen. Man kann femer, wenn m "» 1 und n > 3 ist, die zweifach 
ausgedehnten Schmiegungsebenen von SR^ in Bistracht ziehen, usf. 

Um zu zeigen, daß unsre Methode auch zur Erledigung der- 
artiger Fragen führt, wollen .wir einige . einfache Fälle behandeln. 
. .Zuerst setzen wir w= 2, wahrend n beliebig, nur größer 
als 1 sein soll, so daß unsre 901^ zweifach ausgedehnt, eine 2Si^ 
ist und aus einer Schar von oo* Geraden des 8tn-|-i (w + 1 ^ 3) 
besteht. Wir fragen, wann die Koordinaten dieser Geraden eine 
lineare homogene Gleichung befiriedigen, wann also die Erzeugenden 
unsrer 90^ ^^^^^ linearen Komplexe angehören. Dabei versteht 
sich von selbst, daß die Koeffizienten der Gleichung dieses Kom- 
plexes gewisse Funktionen von c^ . . . c„-|.2 sein müssen. 

ünsre (n + 2)-fach unendliche Kurvenschar: 

(5^) ^i = Xf (a;, Cj . . . Cn-1-2) (f=i...«) 

denken wir uns durch ein simultanes System: 

l-^ =^ I» (ic, a?i . . . x^, Vi, y^ (.=1...«) 

' rff "^ '''' ^^' ^ ■ * • ^"' ^*' ^^ ^^'^'^^ 

definirt, dessen allgemeine Lösung sei: 

'- ^i (^> Cj . . . Ci-i-a) (i=:si...ii) 

Vfi ^ Tf,(xy Ci . . . Cn+2) Cu=«M), 

und wie früher setzen wir: 



<-) 1: 










(61) 

Die cx>^ Erzeugenden unsrer SOtg» die in dem 91«+ 1 : dc^ . . . dCn-\-t 
Hegt, werden dann durch die Gleichungen: dx^ « 0, . . . , $3^ » 
dargestellt, und es £ragt sich, unter welchen Bedingungen hieraus 
eine lineare Gleichung zwischen den Koordinaten dieser Er- 
zeugenden folgt. 

Sind dc^ und d'c^ zwei verschiedene Punkte des Sün^-i, so 
hat ihre Verbindungslinie die Koordinaten dc^d'Cj^ — dc^d'c^^ 
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und bezeichnen wir mit ö'xi, d'pi das, was aus dxt^ dyt wird, 
wenn man dc^ durch d^c^ ersetzt, so kommt unsre Frage darauf 
hinaus, ob aus den 2n Gleichungen: da?/ = 0, d'xi^^O durch 
Elimination von x eine Relation von der Form: 



(62) 



nn 



hergeleitet werden kann, wo j;^^ + Xjtv = ^ ist. 

Da die Gleichungen (6i) linear und homogen und nach den 
dCr auflösbar sind, so werden die' zweireihigen Determinanten: 

dx^ . . . dXn dffi tfy, 
S'x^. . . S'xnd'y^S'p^ 

lineare homogene Funktionen der dCrd'c^ — dc^d'cy und um- 
gekehrt, wir können demnach die linke Seite Yon (62) durch 
diese Determinanten ausdrücken: 



(63) 



(64) 



1. ..«+ » 

^%rn(dc^d'c„) 

n 1,8 



ij * h 

wo die Bedeutung der Klammem ersichtlich ist, wo femer a,y -{- a/,»0 
und die otj^ ßif^^ y Ftmktionen von aj, Cj . . . 6^4.3 sind. Weil 
aber (62) eine Folge von ^o;,- =» , ^[xi «» sein soll, so muß y 
identisch verschwinden und es müssen außerdem die aij , /?,-^ solche 
Funktionen von x sein, daß die rechte Seite von (64) x gar 
nicht enthält. Bedenken wir jetzt noch, daß zum Beispiel: 

wird, wo ÄS» TMi<i ä'& in bekannter Weise zu bilden sind (vgl. S. 191), 
so erkennen wir, daß es möglich sein muß, die a und /3 derart 
zu bestimmen, daß der Ausdruck: 

y.^ (tf^ s'x,) + 2 y, y-fy (öx^ö'y,) + 



^^ dx 



'^ ^ dx 



1...« 



n 1,2 
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identisch yerscbwindet, was wiederum offenbar nur eintreten kann, 
wenn die Koeffizienten der einzelnen Elammerausdrücke (dxid'xj\ 
(dX{d'yft)y (äyi^'y^) verschwinden. 

Auf diese Weise erhalten wir znr Bestimmung der a, ß 
die Differentialgleichungen: 

2 



iS+2 {"'" dij ~ "'' di) +2 i^'" lij ~ ^^^ 4) " ^ ' 



(65) 



(l.i=l...n;/i = l,l) 

zweitens die endliche Gleichung: 

und es bleibt nur noch übrig festzustellen, ob die Gleichungen (65) 
imd (66) zusammen bestehen können, ohne daß die a und ß sämt- 
lich verschwinden. Führt man die Anfangswerte a:?, yj der a;/, y^ 
für X ^^ Xq ein, so kann man natürlich die etwa auftretenden 
Relationen von der Form (62) hinschreiben, ohne das simultane 
System (59) integreren zu müssen. 

Ähnlich würde sich ermitteln lassen, ob aus den Gleichungen: 
6xi^^ d'xi^^Q Relationen zweiten und höheren Grades zwischen 
den (ßCyd'c^) folgen. Auch liegt auf der Hand, welches Ver- 
fahren man einzuschlagen hätte, um im Falle m > 2 festzustellen, 
ob die Koordinaten der 00^ (£^-1 (5?) durch Relationen ersten, 
zweiten, . . . Grades verknüpft sind. Auf diese Aufgabe kommen 
wir übrigens später noch einmal zurück. 

Zweitens wollen wir w = 1 setzen, während n > 2 sein soll. 
Dann stellen die Gleichungen (56) eine Kurve S des 9tn ' dc^ . . dc^^i 
dar und die Gleichungen (57) die 00^ Punkte dieser Kurve. 
Wir wollen untersuchen, unt-er welchen Bedingungen die Koor- 
dinaten der Tangenten dieser Kurve einem linearen Komplexe 
angehören. Die Koeffizienten der Gleichung dieses Komplexes 
müssen natürlich gewisse Funktionen von c^ ... c» 4.1 sein. 

Es sei: ^^^ 



(67) 



-/x^'^(^^^i-'^n^y) 
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(68) [ 



das sunultane System, das nnsre {n -f~ l)-fach unendliche Kurven- 
siehar definirt und: 

sei seine allgemeine Lösung, femer setzen wir wieder: 

/ «+1 

dXf=^ ^t^dCf (1 = 1...») 

1 *• 



(69) 






"Sil'- 



so daß die oo^ Punkte dOg der besprochenen Kurve S des 9l„ 
durch die n Gleichimgen: 6^^ == bestimmt werden. Dabei spielt 
X die Rolle der unabhängigen Veränderlichen, wir können also 
auch kurz von dem Punkte x der Kurve ffi sprechen. 

Jeder lineare Komplex unseres 9t„ wird durch eine Gleichung 
von der Form: 

1. ..W-H 

(70) ^%x^(ci • • • Cn+i)(dctd'cn — dcnd'ct) ^ 

tn 
dargestellt, wo schon angedeutet ist, daß in unserem Falle die 
Koeffizienten Funktionen von Ci • . • <?„+i söiii sollen. Drücken 
wir hier vermöge (69) die dct^ d' Ct durch öx^^ dy, 8'x^^ ö'y aus, 
so erh&lt die linke Seite von (70) die Gestalt: 

X • « • n*y^ X X«a»M Xa^sfl 

{7O ^ltn(dctd'cjt) =^^ai^{Sxid'xy) + 2^ ßi(öxiö'y), 

xn iv i 

wo die «1^, ß^ gewisse Funktionen von ^^ c^ . . . c^^^ sind, wo 
a,.y + tty^ = und wo die Klammem (dctd'cjt)^ ... ebenso zu 
verstehen sind wie auf S. 197. Demnach werden wir den all- 
gemeinsten linearen Komplex (70) auch, dadurch bekommen, daß 
wir die rechte Seite von (71) gleich Null setzen, wofern wir nur 
die Fimktionen a^,, ß^ in allgemeinster Weise so bestimmen, daß 
die rechte Seite von (71) das x gar nicht enthält und sich also 
auf einen Ausdruck von der auf der linken Seite von (71) 
stehenden Form reduzirt. Die rechte Seite von (71) wird aber 
dann und nur dann von x frei, wenn ihr, ähnlich wie auf S. 197 
zn bildender Differentialquotient nach x identisch verschwindet, 
and das ist nur möglich, wenn in diesem Differentialquotienten 
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die FaMoren von (6x-8'x^, (ßx^ö'y) einzeln verschwinden, da bei 
beliebigen dcr, d'c zwischen diesen Klammeransdrücken augen- 
scheinlich keine lineare homogene Relation bestehen kann. Wir 
finden so für die Funktionen a^^, ß^ die Differentialgleichungen: 



(72) 






1 



^§i K^ ^£^ ^^ 



deren allgemeinste Lösungen uns die Form liefern, die der all- 
gemeinste lineare Komplex (70) annimmt, wenn wir die dc^^ d'c^ 
durch die da;,-, öy^ ö'x^ d'y ausdrücken. 

Die n -f 1 Koordinaten dct des Punktes x der Kurve S sind 
nun durch die Gleichungen: da;^ <» 0, . . ., <!^a;^ = bestimmt; den 
dabei auftretenden willkürlichen Proportionalit&tsfaktor können 
wir so wählen, daß Sy =^ 1 wird, dann sind die dCt ganz be- 
stimmte Funktionen von x. Der dem Punkte x unendlich be- 
nachbarte Punkt x-\-6x von K hat gewisse Koordinaten dCt-\-d^Cxy 
die wir aus den Gleichungen: 

d{sx:) ~yr4z.t\ ■ der . dx +":^'|^d«c/=o 



dxdcx ^mA dct 

1 1 

1 1 

berechnen können. Hier sind aber die Faktoren von dx nichts 
anderes als 6^ und dri gebildet für den Punkt x von 6^, also 
für i^iTy = 0,* dy =» 1, folglich bekommen wir für die d^Cg die 
Gleichimgen: 



(73) 



2 

1 

" ',p-cPc,^^^^dx 
ccr ^ dy 




und können nunmehr, wenn wir wollen, auch die Koordinaten 
dCfd^Cjt — dCnd^Ct der Tangente unserer Kurve ® im Punkte x 
berechnen. 
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Aber das ist gar nicht nötig. Die Tangenten von S sollen 
dem linearen Komplexe (70) angehören, also muB (70) identisch 
erfüllt sein, wenn man jedes dCt durch den aus dx^ «^ 0, 4 y » 1 
folgenden Wert ersetzt und jedes d'ct durch dCt + d^Cg oder 
einfach durch d^Ct» Nun zeigen die Gleichungen (69) und (73), 
daß sich dabei ergibt: 

i'^^ ^^ax, i'y gd*, 

mithin ist nnsre Forderung dann und nur dann erfüllt, wenn die 
rechte Seite von (71) verschwindet, sobald man alle da;^ »= 0, 
dy »» 1 setzt und den d'x^ S'y die eben gefundenen Werte erteilt. 
Hieraus folgt, daß zwischen den a und ß noch die neue endliche 
Gleichung: 

(74) i?Ai'=o 

1 

bestehen muß. 

Sollen daher die Tangenten der Kurve S einem linearen 
Komplexe (70) angehören, so ist notwendig und hinreichend, daß 
die Gleichungen (72) und (74) zusammen bestehen können, ohne daß 
alle a und ß verschwinden. Man kann infolgedessen stets durch 
Differentiationen und Eliminationen entscheiden, wievielen linear 
unabhängigen linearen Komplexen (70) die Tangenten von S an- 
gehören, und wenn man statt der Konstanten Ct die Anfangs- 
werte 2;?, y^ einführt, die a^ . . . ^,, y für o; » a^^ annehmen, kann 
man sogar die Gleichungen der betreffenden linearen Komplexe 
hinschreiben, ohne vorher das simultane System (67) integriren 
zu müssen. 

Die eben entwickelten Betrachtungen gestatten uns auch 
noch andere Fragen zu beantworten, zum Beispiel die, ob die 
Tangenten der Kurve S auf einer Mannigfaltigkeit zweiten Grades: 

(75) ^'^tn{(h'.' C^j^^dCtdCn = 

tn 

liegen. 

Drücken wir in (75) die dCt durch die 6x^^ 6y aus, so er- 
sdieint die Gleichung der Mannigfaltigkeit zweiten Grades (75) 
in der Form: 

(76) ^^iA^ii^j + ^^ßM^y + r^y* - ^i 

MallL-pkyt. Klane 1905. Bd. LVn. 14 
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WO die a, /5, y gewisse Funktionen von a:, <^i • ■ • c„+i bezeichnen. 
Umgekehrt wird die allgemeinste Mannigfaltigkeit zweiten Grades 
(75) durch die Gleichung (76) dargestellt, wenn wir die «, |S, y 
in allgemeinster Weise so bestimmen, daß die linke Seite von (76) 
das X gar nicht enthält, wenn wir also für d\e a, |3, y die all- 
gemeinsten Lösungen der folgenden Differentialgleichungen: 



(77) 



dp. ^^ di^ dri dri 

Tx +Zr**" ä^ + ^äi^ + yä^^^ 



1 

n 



setzen. 

Soll nun zunächst die Kurve (£ selbst auf der Mannigfaltig- 
keit (75) liegen, so muß deren Gleichung, wenn sie in der 
Form (76) dargestellt wird, für diCi «= . . . = 6x^ = 0, dy « 1 
erfüllt sein, was die Bedingung: 

(78) y ^ 

liefert. Sollen überdies alle Tangenten von K der Mannigfaltig- 
keit (75) angehören, so muß (75) erfallt sein, wenn man dct 
durch Xdc -i- ftd^Ct ersetzt, wo d^Cx die früher erklärte Bedeutung 
hat, während k und ft willkürlich bleiben. Daher muß (76) bei 
beliebigen X, (i zu einer Identität werden, wenn man für dx,-, 6y 
einsetzt: o^ o 

Das ergibt die beiden Bedingungen ^ » und 



die schon aus (78) und (77) folgen, und außerdem noch die neue 
Bedinffuns: . ^ 

(79) 2«'>^äi^-=^- 

Damit ist unsre Aufgabe auf die andere zurückgeführt, zu 
entscheiden, ob die Gleichungen (77), (78), (7g) zusammen be- 
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stehen können, ohne daß auch die a und ß alle verschwinden. 
Es ist somit klar, daß man durch Differentiationen und Elimi- 
nationen ermitteln kann, wie vielen linear unabhängigen Mannig- 
faltigkeiten zweiten Grades die Tangenten von S angehören, und 
daß man hei Einführung der Anfangswerte Xq^ o;?, Pq die Glei- 
chungen dieser Mannigfaltigkeiten hinschreiben kann, ohne vorher 
das simultane System (67) integriren zu müssen. 

Den beiden auf S. 195 f. besprochenen Erweiterungen unsrer 
Klassifikation können wir schließlich noch eine dritte hinzufügen. 
Wir erhalten diese, wenn wir bedenken, daß dija 00' S„j_i (57) 
ein Umhüllungsgebilde besitzen können, das sich durch Elimination 
von X aus den Gleichungen (57) und: 

(«°) ^ÄlS-'^'^-o (.-1....) 

1 
ergibt. Das so entstehende MoNOEsche System stellt augen- 
scheinlieh die Bedingungen dafür dar, daß die beiden unendlich 
benachbarten Kurven c^ und c^ -f ^^r einander in der ersten 
Ordnung berühren, und ähnlich würde man, wenn die ^>o^ S^_j 
(57) Um hfll lungsgebilde höherer Ordnung besitzen, zu den Be- 
dingungen für die Berührung zweiter, dritter, . . . Ordnung zwischen 
zwei unendlich benachbarten Kurven der Schar (55) aufsteigen 
können. Die angekündigte Erweiterung unsrer Klassifikation würde 
dann darauf beruhen, daß sich unter den Berührungsbedingungen 
so und so viele linear unabhängige MoNOESche Gleichungen von 
bestimmtem Grade in den Differentialen befinden können. 

Die Untersuchung der Berührungsbedingungen einer Kurven- 
schar des Bn-\-i läßt sich nun allerdings, wie auf S. 162 erwähnt 
ist, stets auf die der Schnittbedinguugen einer Kurvenschar in 
einem höheren Baume zurückfClhren, es wird aber trotzdem nicht 
überflüssig sein, wenn ich hier kurz auf die direkte Behandlung 
derartiger Fragen eingebe. Das eippfiehlt sich schon deshalb, 
weil diese Betrachtungen auch auf den bisher ausgeschlossenen 
Fall n »» 1 , also auf den Fall der Kurvenscharen einer Ebene 
anwendbar sind, wo Schnittbedingungen in unserm Sinne gar 
nicht auftreten. Ich beschränke mich jedoch auf die Frage nach 
den Berfihrungsbeding^gen erster Ordnung, was zum Verständnis 
der ganzen Methode genügen wird. 

Wir denken uns also eine Kurvenschar des ^^,1^.1: x^x^.-.x^ 
(n.> 1) durch ein simultanes System von der Form (16), S. 175, 

14» 
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definirt, dessen allgemeine Lösungen die Form (i8) haben mögen. 
Unter Sx.^ öy^ verstehen wir wieder die durch (23), S. 178, defi- 
nirten Größen. Die Berührungsbedingungen erster Ordnung unsrer 
Kurvenschar erbalten wir durch Elimination von x aus den Glei- 
chungen (57) und (80), mit andern Worten aus: 

(81) tfrCj = 0, ;,-Ja?^ = (1 = 1...»), 
wofQr wir offenbar das Gleichungensjstem: 

m 

(82) Jrc^ = 0, ^f'^-^yfi = (.=1...*) 

1 ^ 

setzen können. 

Reduzirt sich das System (82) auf die n Gleichungen: 
rfrc^ — oder zieht es die » + wi Gleichungen: tfa*^ — 0, dy =* 
nach sich, so wird überhaupt keine allgemein gelegene Kurve 
unster Schar von einer unendlich benachbarten Kurve der Schar 
berührt. Demnach treten Berührungsbedingungen in unserm Sinne 
dann und nur dann auf, wenn die ^ nicht alle von tfi - - - y^^ 
frei sind, wenn fem er m mindestens gleich 2 ist und wenn endlich 
in der Matrix (27), S. 180, alle tn-reihigen Determinanten ver- 
schwinden, wobei die letzte Forderung natürlich nur für m^n 
in Betracht kommt. 

Ist n > 1, so sind selbstverständlich unter den Berührungs- 
bedingimgen der Kurvenschar auch alle ihre Schnittbedingungen 
mit enthalten. Aber die einfachste Form der Berührungsbedingungen 
wird sich keineswegs inuner dadurch ergeben, daß man zu den 
Sohnittbedingungen gewisse neue MoNGBSche Gleichungen hinzufügt. 
So findet man zum Beispiel für n == 2, m = 2 nur eine Schnitt- 
bedingung, aber, wenn es Berührungsbedingungen gibt, deren zwei 
von einander unabhängige. Deutet man, wie auf S. 195, die vier 
dc^ als homogene Koordinaten in einem 8I3, so stellt die Schnitt- 
bedingung eine geradlinige Fläche dieses 8I3 dar und zwar eine 
abwickelbare Fläche, deren Bückkehrkante durch die Berührungs- 
bedingungen geliefert wird. Ist diese Rückkehrkante insbesondere 
eine gewundene rationale Kurve dritter Ordnung, so werden die 
BerühruDgsbedingungen vollständig und rein durch drei linear 
unabhängige MoNGESche Gleichungen zweiten Grades dargestellt, 
die Schnittbedingung aber ist eine MoMGESche Gleichung vierten 
Grades. Bei Kurvenscharen, die Berührungsbedingungen in unserm 
Sinne liefern, wird man daher gut tun, zuerst nach den Be- 
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rührungsbedingangen zu fragen und zwar gleich nach denen yon 
möglichst hoher Ordnung der Berührung, und dann wird man 
nach einander die Berührungsbedingungen der niedrigeren Ordnungen 
betrachten, bis man schließlich zu den Schnittbediugungen gelangt. 
Die geometrische Deutung der Berührungs- und def Schnitt- 
bedingungen durch Punktmannigfaltigkeiten in dem {Rm^n — i 
(ygl. 8. IQ 5) wird dabei von großem Nutzen sein. 

Wir wollen jetzt noch andeuten, wie man entscheidet, ob 
unter den Berührungsbedingungen erster Ordnung MoNGBSche 
Gleichimgen zweiten Grades vorkommen. 

Die Gleichungen (82) seien nach gerade m — l von den 
Jy„ auflösbar imd also in der Form 

II 
8x^ = 0, ^t = ^y,+t -^ ^kX^Vx ^ 
1 
(1 = 1. ..n; k=l...m — /) 

darstellbar, wo < i ^ n und l <Cm und wo die q>j^^ bekannte 
Funktionen von a;, Xi • • • a?^, Pi' * ' y^ sind. Soll dann aus (82') 
eine MoNOESche Gleichung zweiten Grades von der Form (46), 
S. 190 folgen, die nicht schon aus ^x^ = (i—i...n) allein folgt, 
so muß die linke Seite von (46), wenn man sie auf Grund von 
(23), 8. 178 durch die Sx^^dy^ ausdrückt, die Form bekommen: 

(83) 2 «'.**i**» + ^22 ft/***s'/. +22 y^^y^^*' 

• y 11 11 

wo die a, ßj y solche Funktionen von x und c^ • • • c^^.^ sind, 
daß der Ausdruck (83) von x frei wird, und wo die y^ nicht 
alle verschwinden dürfen. Berechnet man nun den nach x ge- 
nommenen Differentialqnotienten von (83) auf Grund der Formeln: 






^^kX 



dx 



^k - ^Vi+k -^^[vkX^Vx + -di~^^^]' 



so erhält man eine ganze homogene Funktion zweiten Grades der 
Sx^y dy^y deren Koeffizienten sämtlich verschwinden müssen, und 
gelangt so zu einem Systeme von Differentialgleichungen und von 
endlichen Gleichungen für die or, |3, y, das, wenn man alle y gleich 
Null setzt, in das System (50), (51) auf S. 191 übergeht. Alles 
kommt nunmehr darauf an, ob das gefundene System durch ge- 
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wisse Funktionen cc^ ß^ y befriedigt werden kann, ohne daß die y 
alle yerscbwinden. Ist diese Frage mit ja zu beantworten, so 
kann man bei Einführung der Anfangswerte a\), xf, ^ ohne 
Integration alle Berührungsbedingungen hinschreiben, die keine 
Schnittbedingungen sind und die durch MoNGBSche Gleichungen 
zweiten Grades dargestellt werden. 

Wir verlassen jetzt die allgemeinen Betrachtungen und 
wenden uns zur Behandlung einiger spezieller Aufgaben. 

§ 7- 
Kiirventicliareii des gewSbnliclieii Ramnes. 

Zu jeder dreifach unendlichen Kurvenschar: 

(84) y « Y(xy Ci, c,, Cj), — Z(x, Ci, c,, c,), 

die den ganzen Baum x^ y^ z ausfüllt, gehören zwei MoMGESche 
Gleichungen: erstens genügt sie selbst einer ganz bestimmten 
MoNGEschen Gleichung in x^ y, z: 

(85) äJ-="(*'y'*'S' 

die aus (84) und 

durch Elimination von c^ c,, C3 erhalten wird. Zweitens wird 
ihre Schnittbedingung durch eine MoNGESche Gleichung 

(87) 9)(ci, c,, Cj, dc^idc^: de^) « 

in den c^ dargestellt, die sich aus 

(88) ■5lJ'*''*=<^' IHh^'"''' 

1 * 1 * 

durch Elimination von x ergibt. 

Deuten wir andrerseits die c^ als Veränderliche und Xj y, z 
als Parameter, so stellen die Gleichungen (84) eine dreifach 
unendliche Kurvenschar des Baumes c^^ c^^ c^ dar, die diesen Baum 
ganz ausfüllt und die augenscheinlich der MoNGBSchen Gleichung 
(87) genügt, wahrend ihre Schnittbedingung durch die MoNGESche 
Gleichung (85) geliefert wird. 

Wir haben also — und das ist die Auffassung, die Lie 
schon bei seinen frühesten Untersuchungen über Kurvenkomplexe 
zugrundegelegt hat — zwei Bäume und in jedem eine dreifach 
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nnendliche Kurvenschax, die einer MoNOESchen Gleichung genügt, 
aber die MoNOESche Gleichung des einen Baumes ist jedesmal 
zugleich die Schnittbedingung für die Eurvenschar des anderen 
Raumes. 

LiE hat nun bewiesen, daß die beiden MoNOESchen Gleichungen 
(85) und (87) niemals beide in den Differentialen linear sein 
können, ohne zugleich beide integrabel zu sein.^) Mit anderen 
Worten: Ist die eine der beiden Gleichungen (85) und (87) eine 
nicht integrable PFAFFSche Gleichung, so kann die andere nicht 
linear sein. Wir werden jetzt zeigen, daß sich dieser LiESche 
Satz sozusagen ganz von selber ergibt, wenn wir auf Grund 
unserer allgemeinen Methode die Bedingungen daMr aufsuchen, 
daß die zu einer Eurvenschar (84) gehörige Schnittbedingimg (87) 
eine PFAFFSche Gleichung wird. 

Da wir uns die Eurvenscharen, die wir betrachten, immer 
durch Differentialgleichungen definirt denken, so setzen wir voraus, 
daß uns eine beliebige MoNGESche Gleichung (85) vorgelegt ist, 
und fassen die Aufgabe so : ^Es soll festgestellt werden, wann eine 
dreifach unendliche Eusyenschar, die den ganzen Baum x^ y, g 
ausfallt und die der Gleichung (85) genügt, als Schnittbedingung 
(87) eine PFAFFSche Gleichung in den c^ besitzt. Dabei ist 
übrigens zu bemerken, daß eine Schar von 00' Integralkurven 
der Gleichung (85) den Baum stets von selber ausfallt, es sei 
denn (85) eine integrable PFAFFSche Gleichung. 

Die allgemeinste den Baum ausfüllende Schar (84) von 
00' Integralkurven der Gleichung (85) läßt sich durch ein 
simultanes System von der Form 

(89) |f = y'. 1^ = »(*. y. «, j^'). ^^ - z(^> y, «, y') 

definiren, dessen allgemeine Lösung durch die vereinigten Glei- 
chungen (84) und 

(90) y' - r. 

dargestellt wird. Unsere Aufgabe kommt also darauf hinaus, bei 
gegebenem o die Funktion x so zu bestimmen, dskß die Schnitt- 

i) Ohne Beweis teilt er den Satz mit in der Arbeit „Über Com- 
plexe'\ Math. Ann. Bd. V, S. 163, Z. 6 f. Seinen Beweis hat Lie erst 
im Jahrgange 1897 dieser Berichte auf S. 723 veröffentlicht. Einen 
etwas anderen Beweis enthält die auf S. 163 angeführte nachgelassene 
Arbeit (vgl. das. 8. 308—310), 
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bedingung der durch (89) definirten Knrrenschar des Baumes x, y, e 
eine PpAFFSche Gleichung wird. 
Setzen wir wie gewöhnlich: 

t 



(91) 



itt 



St 




*rc-/'>' 



8 




'ii^'" 






so genügen die hierdurch definirten Größen tfy, ^je;, öy' den 
Differentialgleichungen : 



(92) 






Nun ergibt sich die Schnittbedingnng unserer Kurvenschar durch 
Elimination von x ans den beiden Gleichungen dy ^^ 00 ^^ 0, 
und diese Elimination liefert nach S. 178 dann und nur dann 
eine PpAFFSche Gleichung in (1, o^, Cg, wenn es möglich ist, zwei 
Funktionen ß und y von x, (^, c,, c, derart zu bestimmen, daß 
der Ausdruck 
(93) Ä''ß6y + yie 

von X frei wird, ohne daß ß und y beide verschwinden. Wegen 
(92) wird jetzt: 

(g^) dÄfdß , _\^^^ , /dy 



dx 



(55 + y»») *» + (si + y"') *« + (/» + y«,')*y'. 



und dieser Ausdruck, der identisch verschwinden mufi, tut das 
dann und nur dann, wenn die Faktoren von 6y, ie, Sy' einssein 
verschwinden, wenn also /} und y den beiden Differentialgleichungen 

5^ + y"'' 



^ + y%-o, 



(95) 

und der endlichen Gleichung 

(96) ß + ywy, 

genügen. 
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Differentürt man (96) nach Xy indem man (95) benutzt, 
und bedenkt man, daß y nicht verschwinden darf, weil sonst ß 
auch null wftre, so erhält man die folgende Bedingung: 

(97) 5^ ö>y' — »y — a>,a>y, - 

oder ansfOhrlicher geschrieben: 

deren identisches Bestehen notwendig und hinreichend ist, damit 
die Schnittbedingung der durch (89) definirten Kurvenschar des 
Raumes x, y, eine PpAFFSche Gleichung sei. 

Ist (98) identisch erfüllt, so hat der allgemeinste von x 
freie Ausdruck (93) die Form: 

wo y aus der zweiten der Gleichungen (95) bestimmt werden 
muß. Denken wir uns jetzt die Eonstanten q, e^, c^ durch die 
Anfangswerte y^^ £9, y'^ ausgedrückt, die y, js, y' für x ^^ x^ an- 
nehmen, so können wir den von x freien Ausdruck A ohne 
Integration des simultanen Systems (89) finden, indem wir die 
Form bestimmen, die er fOr x ^ Xq annimmt. Da nun nach 
8. 172 

ist, und da dem y ein beliebiger Anfangswert beigelegt werden 
kann, so ergibt sich, daß die Sohnittbedingung unter der ge- 
machten Voraussetzung durch die PpAFFSche Gleichung 

(99) dz^ — fo^dx^ - [Wy.L.«^(c?yo - yidx^) - 

dargestellt wird. 

Jetzt ist noch festzustellen, wann die Bedingung (98) wirk- 
lieh erfüllt ist 

Nehmen wir zunächst an, daß cd nicht linear in y\ daß 
also die MoNGESche Gleichung (85) keine PpAFFSche Gleichung 
ist Dann ist a^y nicht identisch null, und die Gleichung (98) 
bestimmt also die Funktion % vollständig. Denmach besitzt jede 
nicht lineare MoNGBSche Gleichung (85) stets eine, aber auch 
nur eine Schar von 00' Integralkurven, deren Schnittbedingung 
eine PpAFFSche Gleichung ist. Diese Eurvenschar wird durch 
das simultane System (89) deiinirt, wo % aus (98) zu berechnen 
ist Ihre Schnittbedingung (87) erscheint, wenn man die Anfangs- 
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werte Xq^ y^^ Zq, y'^ als Integrationskonstanten einführt, in der 
Form (99). 

Es ist klar, daß die so gewonnene Kurvenschar nichts anderes 
ist als die Schar der MoNOESchen Charakteristiken der nicht- 
linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die zu 
der MoNOESchen Gleichung (85) gehört. Auch die Schnittbedingung 
ist in der von uns gefundenen Form (99) sehr leicht zu deuten. 
Jedes Wertsystem x, t/, z<, y' bestimmt ja ein Linienelement 
^j y^ ^9 y\ ^' ^ <^i ^^^ d®^ MoNGESchen Gleichung (85) genügt, 
und durch jedes solche Linienelement geht eine bestimmte cha- 
rakteristische Kurve. Die beiden durch die unendlich benachbarten 
Linienelemente x^^ y^, z^^ y^ und Xq + dx^, • • -, y^ + dy^ gehenden 
charakteristischen Kurven schneiden einander, wie (99) zeigt, 
dann und nur dann, wenn der Punkt Xq + dx^^ y^ + dyQ^ Zq + dZQ 
auf der durch das Linienelement Xq, ^q, Zq^ y^ gehenden Ebene 
Hegt, die den dem Punkte Xq^ ^q, Zq zugeordneten MoNGESchen 
Kegel von Linienelementen berührt. 

Nehmen wir jetzt zweitens an, daß od in ^' linear, daß also 
die MoNGBSche Gleichung (85) eine PpAPPSche ist und etwa die 
Form 
(85') dz = A(x, y, z)dx + fi(x, y, z)dy 

besitzt. In diesem Falle wird (98) von 1 ganz frei und stellt 
daher eine Bedingung für cd allein dar, die folgende Form erhält: 

und also aussagt, daß die PPAFFSche Gleichung (85^ integrabel 
sein muß. Die Schnittbedingting (99) wird dann augenscheinlich 
ihrer Form nach mit der PpAPFSchen Gleichimg (85') identisch. 

Wir sehen hieraus, daß eine nicht integrable PpAFPSche 
Gleichung des Baumes x^ y^ z niemals eine Schar von 00' Inte- 
gralkurven besitzt, deren Schnittbedingimg ebenfalls eine Ppaff- 
sehe Gleichung ist. Dagegen gehört zu jeder den ganzen Raum 
erfüllenden Schar von cx)' Integralkurven einer integrabeln Ppaff- 
schen Gleichung stets wieder eine integrable PpAPPSche Gleichung 
als Schnittbedingung. 

Hiermit ist der ganze Inhalt des LiESchen Satzes direkt 
bewiesen. 

Da jede nicht lineare MoNGSsche Gleichung eine und nur 
eine Schar von cx>^ Integralkurven besitzt, deren Schnittbedingung 
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eine PpAFFSche Gleichung ist, so sieht man sofort, daß für m > 
eine Schar von cx>'+*" Integralknryen einer solchen Gleichung 
niemals eine Pfafi sehe Gleichung als Schnitthedingung liefern 
kann: sie enthielte ja sonst nnhegrenzt viele Scharen von je cx>^ 
Kurven, zu deren jeder eine PpAFFSche Gleichung als Schnitt- 
bedingong gehörte. Zu demselben Ergebnisse führt aber auch 
unsre Methode mit der größten Leichtigkeit. 

In der Tat, jede Schar von cx)^"*"*" Integralkurven der 
MoNGEschen Gleichung (85) kann durch ein simultanes System 
von der Form: 



(100) 






definirt werden. Soll ihre Schnittbedingung eine PFAFFSche 
Gleichung sein, so müssen sich ß und y derart als Funktionen 
von X bestimmen lassen, daß der Ausdruck (93) von x frei wird, 
was wieder auf die Gleichungen (95) und (96) ffthrt. Weil aber 
m >- sein soll, so ergibt sich hieraus nicht die Bedingung (98), 
sondern die folgende: 

die in x^ y, z, y\ y" identisch erfüllt sein muß, und das tritt 
augenscheinlich dann und nur dann ein, wenn (85) eine integrable 
PpAFFsche Gleichung ist. 

Auch bei den Eurvenscharen des Baimies, die keine Mon- 
GBsche Gleichung befriedigen, kann niemals eine PFAFFsche Gleich- 
ung als Schnittbedingung auftreten. Jede solche Schar enthält 
nftmlich mindestens cx)^ Kurven und wird durch ein simultanes 
System definirt, dessen zwei erste Gleichungen die Form: 

dy _ , äz _ , 
dx'^^' dx^^ 

haben. Soll nun der Ausdruck (93) von x frei werden, so 
muß die Gleichung: 

bestehen, was nur möglich ist, wenn ß und y beide ver- 
sdiwinden. 
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§ 8. 

KnrvenseliArei, bei denen dnreli jede Rnr^e der Sehnr eine Fliehe 
geht, die oo' Kurven der Sehar enthftlt 

Hat man im jR«+i («>1) eine beliebige Schar von oo*"*"* 
Kurven, so erzeugen je oo^ Kurven der Schar eine Flftche (eine 
zweifach ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit) des i^w + i, aber 
diese Flftche wird im allgemeinen keine andern Kurven 
der Schar enthalten. Die Knrvenschar vnrd daher ganz be- 
sondere Bedingungen erfiülen müssen, wenn es Flächen geben 
soll, auf denen oo* oder gar cx)' und noch mehr Kurven der 
Schar liegen. Es ist aber offenbar von größter Wichtigkeit, 
die Bedingungen angeben zu können, unter denen dieser Fall 
eintritt. Von Wert ist das namentlich dann, wenn die Kurven- 
schar durch Differentialgleichungen definirt ist, weil das Auf- 
treten solcher Flächen immer eine Zerlegimg des Integrations- 
problems nach sich ziehen wird. 

Wir wollen jetzt zeigen, daß unsre allgemeine Methode auch 
die Beantwortung derartiger Fragen ermöglicht, und denken uns 
daher in dem Bn^i'.x, x^ .,. x^ (n > 1) eine Schai* von cx)""*""" 
Kurven (m ]> 0) durch ein simultanes System: 



(I02) 



definirt, dessen allgemeine Lösung sei: 

x^ =« Z|(a;, Cj ... c„+m) (t=i...«) 

< 



(>03) 



Wir wollen untersuchen, wie man die Bedingungen dafär finden 
kann, daß jede Kurve unsrer Schar mindestens einer Flftche an- 
gehört, auf der gerade oo^ Kurven der Schar liegen. Um die 
Existenz von Flftchen auszuschließen, die oo' Kurven der Schar 
enthalten, und um überhaupt die Aufgabe etwas zu vereinfachen, 
wollen wir annehmen, daß wenigstens im allgemeinen keine 
Kurve der Schar von einer unendlich benachbarten Kurve der 
Schar berührt wird, was nach S. 204 darauf hinauskommt, daß 
m:^n ist und daß in der Matrix: 
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(104) 



• • • • • 



nicht alle «i-reihigen Determinanten verschwinden. 
Setzen wir wie früher: 

»-hm n-k-m 



1 



and deuten wir wie auf S. 195 die dc^ als homogene Koordinaten 
in einem 9tn-^m-i^ so sagt die zuletzt genannte Voraussetzung 
ans, daß die 00^ @m-i : ^^t ^ ^1 * ■ -) ^^n "^ ^ ^^^ ümhüllungs- 
gebilde besitzen, daß also je zwei unendlich benachbarte dieser 
9^_i zu einander windschief sind. 

(jehört nun jede Kurve c^ unsrer Schar einer Fläche F an, 
auf der 00^ Kurven der Schar liegen, so zerfHUt die Schar in 
QQ«+m-« Scharen von je cx>*, die durch n + m — 2 Gleichungen: 

mit den willkürlichen Konstanten C^ dargestellt werden. Daß 
jede solche Teilschar von 00* Kurven c^ eine Fläche F des 
Bn + i erfüllt, kommt dadurch zum Ausdruck, daß aus den Gleich- 
ungen: x^ = Xf(i= 1 . . .n) und (106) gerade n— 1 unabhängige 
Belationen zvdschen x^x^ • • . o;^ und den C^ folgen. Ist aber c, 
eine beliebige unsrer oo"'''"* Kurven und F die hindurchgehende 
Fläche, so wird die Kurve c^ von jeder der 00^ unendlich be- 
nachbarten auf F liegenden Kurven geschnitten und zwar in 
jedem ihrer Punkte von einer dieser cx>^ Kurven. Erinnern wir 
uns daher, daß jede der 00^ früher erwähnten S„.i das Bild 
ist aller unendlich benachbarten Kurven c^ -\- dc^, von denen die 
Kurve c, in einem bestimmten ihrer 00^ Punkte geschnitten wird, 
bedenken wir überdies, daß die 00^ auf F liegenden Kurven 
Cy + dc^y von deren jeder die Kurve c^ geschnitten wird, durch 
Gleichungen von der Form: 

iH-m 

(107) ^ll^^^i'""^ (T = l...«+m-Ä) 

1 * 

definirt sind, so erkennen wir sofort, daß diese 00^ Kurven in 
dem 9l«^m_i durch die Punkte einer Geraden abgebildet werden 



214 Frtkdbich Enoel: 

und daß diese Gerade mit jeder der (»* S^_i einen Punkt 
gemein hat. 

Soll daher durch jede Kurve c^ eine Fläche F von der 
verlangten Beschaffenheit hindurchgehen, so ist jedenfalls not- 
wendig, daß es bei beliebiger Wahl der c^ stets eine Gerade des 
3l^+„,_i gibt, die jede der oo^ ^m-i schneidet. 

Gibt es für allgemeine Werte der c^ überhaupt keine Gerade 
des 8fl„+TO_i, die alle oo* (£^_i trifft, so geht durch eine Kurve 
Cy von allgemeiner Lage sicher keine Fläche^ auf der oo^ Kurven 
unsrer Schar liegen. Gibt es andrerseits bei beliebigen c^ stets 
eine und nur eine solche Gerade, so wird die augenscheinlich 
durch ein System von n + ♦» — 2 linear unabhängigen Ppafp- 
schen Gleichungen: 

»-hm 

(I08) ^y^fa ... Cn^m)dC^=-0 (*=:l...i.-|-m-2) 

1 

dargestellt, und soll dann durch jede Kurve c^ eine Fläche F 
von der verlangten Beschaffenheit gehen, so ist offenbar not- 
wendig und hinreichend, daß dieses PpAPFSche System un- 
beschränkt integrabel ist. Gibt es eine diskrete Anzahl von 
Geraden, die alle oo* (E^_j treffen, so entspricht jeder ein Pfaff- 
sches System (io8), und wenn unter diesen PFAFFSchen Systemen 
unbeschränkt integrable vorhanden sind, so heißt das, daß durch 
jede Kurve c^ mehrere Flächen gehen, deren jede oo* Kurven 
unsrer Schar enthält. Giebt es schließlich unendlich viele gerade 
Linien, von denen alle oo^ ^m-i getroffen werden, so entspricht 
denen ein pFAFFSches System (io8), dessen Koefßzienten ytv außer 
den Cy noch gewisse Parameter ßi^ ß^,- »• enthalten. Die Be- 
antwortung unsrer Frage kommt dann darauf hinaus, festzustellen, 
ob sich ßi^ ß^y .• • derart als Funktionen von c^... c^ + m bestimmen 
lassen, daß das System (loB) unbeschränkt integrabel wird. 

Demnach zerfällt unser Problem in zwei ganz getrennte 
Aufgaben: Erstens sind alle geraden Linien zu bestimmen, von 
denen die oo* S^_j des 9i«+„,_i geschnitten werden, das heißt, 
es sind die PFAFFschen Systeme (loS) zu ermitteln, durch die 
diese geraden Linien dargestellt werden. Zweitens sind unter 
den so gefundenen PFAFFSchen Systemen alle die aufzusuchen, 
die imbeschränkt integrabel sind. Hier brauchen wir uns 
offenbar nur mit dem ersten dieser beiden Probleme zu be- 
schäftigen. 
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Als Koordinaten der (m — l)-fach ausgedehnten ebenen 
Mannigfaltigkeiten des Stn+m-i dienen die m- reihigen Deter- 
minanten Pf • - • ^ der Matrix: 

■ 

(109) 

Insbesondere haben wir es mit einer unsrer 00^ @m-i ^^ ^^^1 
wenn die d c^ den Gleichungen: 

(110) tf^iCi = ^»^--(^^Cy = C<=l.,.in; f=l...») 

1 *" 

genügen. SoU Qfj = öCfö'cj — tfc^ ^c^ eine Gerade sein, die alle 00* 
S^_j trifPt, so müssen gewisse lineare Gleichungen: 

erfüllt sein, und zwar muß das bei beliebigem x gelten, voraus- 
gesetzt, daß die d c^ den Gleichungen (iio) genügen. Demnach 
müssen die Koordinaten pi .- • ,-^ der 00* ®^__j gewissen linearen 
homogenen Relationen genügen, deren Koeffizienten von x frei 
sind. Nehmen wir nun an, wir kennen alle linearen homogenen 
Relationen mit von x freien Koeffizienten, denen die Koordinaten 
unsrer 00^ @m-i S^^^^^^ ^^ können wir auch alle Geraden 
finden, von denen alle 00^ 6^_j geti'offen werden. Wir denken 
uns zu diesem Zwecke die betreffenden Relationen zwischen den 
p^ . . . -^ nach so vielen dieser Größen aufgelöst als es von ein- 
ander unabhängige lineare homogene Relationen gibt, drücken 
dann in (m) die p^ • • • ^^ n&ch denen wir aufgelöst haben, 
durch die übrigen aus und setzen endlich in (m) die Koeffizi- 
enten der übrig gebliebenen Pi^ • • - i^ flUß gleich Null. Auf 
diese Weise erhalten wir gewisse lineare homogene Relationen 
z?nschen den q^j^ und wenn wir alle Wertsysteme q^j bestimmen, 
die diesen linearen homogenen Relationen und außerdem noch 
den Gleichungen zweiten Grades: 

& «ü +«*/& + Qji 3« = (i\*,i,f=l...n) 

genügen, so finden wir alle geraden Linien, von denen unsre 00^ 
Sm^i getroffen werden. 

Jetzt bleibt noch zu zeigen, daß die linearen homogenen 
Relationen mit von x freien Koeffizienten, die zwischen den 
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Koordinaten der <x>^ ©m— i bestehen, wirklich gefdnden werden 
können. Unsere allgemeine Methode leistet das in der Tat, wie 
schon auf S. 198 erwähnt worden ist. 

Die m- reihigen Determinanten der Matrix (109) lassen sich 
durch die n»- reihigen Determinanten der Matrix 

ausdrücken und zwar linear und homogen mit Koeffizienten, die 
Funktionen von x^ c^ . , . Cn + m sied« Denken wir uns nun irgend 
eine lineare homogene Gleichung zwischen den Koordinaten J'i, . . . <_ 
unsrer <x>^ Q^^i und zwar eine, deren Koeffizienten yon x frei 
sind, so muß diese Gleichung eine Folge von (no) sein, ihre 
linke Seite wird daher eine lineare homogene Funktion der 
m- reihigen Determinanten von (112), die vermöge (no) ver- 
schwinden. Hieraus ergibt sich folgende Methode zur Bestimmung 
der gesuchten linearen homogenen Belationen: 

Man bildet aus den m- reihigen Determinanten von (112) 
unter Weglassung der Determinante ^± <^iyi • • • ^m^m ^^^^ 
linearen homogenen Ausdruck und versucht dessen Koeffizienten 
in allgemeinster Weise derart als Funktionen von x zu bestimmen, 
daß der Ausdruck von x frei wird. Wegen: 

liefert das für die Koeffizienten eine Reihe von linearen homogenen 
Differentialgleichungen und eine Beihe von endlichen Gleichungen, 
und man kann immer durch Differentiationen und Eliminationen 
entscheiden, ob diese Gleichungen sämtlich erfüllbar sind, ohne 
daß alle Koeffizienten verschwinden. Führt man endlich an Stelle 
der Oy die Anfangs werte rr^, y\ ein, die d;^, y^ für a; » a;o an- 
nehmen, so ergibt der vorhin besprochene lineare homogene Aus- 
druck in den m- reihigen Determinanten von (112), wenn man 
in ihm die Substitution a? » o^g macht und ihn dann gleich Null 
setzt, die allgemeinste lineare homogene Relation mit von x 
freien Koeffizienten, die zwischen den Koordinaten der cx>^ (Sm-i 
besteht. 

Damit ist gezeigt, daß man stets durch Differentiationen 
und Eliminationen entscheiden kann, ob jede Kurve der durch 
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das simultane System (102) definirten Korvenschar auf einer 
Fläche liegt, die <X)^ Enryen der Schar enthält. Tritt dieser 
Fall ein, stellt sich also heraus, daß eine der Geraden, die alle 
00^ (fm— 1 trifft, ein unheschrftnkt integrables System (108) liefert, 
so kann man auch die betreffenden Flächen selbst durch Inte- 
gration gewöhnlicher Differentialgleichungen finden. Man kann 
ja das System (108) in den Anfangs werten Xq^ o^, ^ wirklich 
hinschreiben. Nimmt man dabei Xq als überzählige Konstante 
mit und läßt man dann den Index Null weg, so hat man ein 
unbeschränkt integrables PpAFFSches System, aus dessen Integral- 
gleichungen man nur die y zu eUminiren hat, um die Gleichungen 
der betreffenden Flächen zu erhalten. 

Man kann femer verlangen, daß jede Kurve der Schar einem 
J2| angehört, der 00' (oder cx>^) verschiedene Kurven der Schar 
enthält. Dann kommt es darauf an, ob es in dem 8l» + m— 1 eine 
ebene zweifach oder dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit gibt, 
die mit jeder der 00^ (S,n-_i einen Punkt (oder eine Gerade) ge- 
mein hat, und ob das entsprechende System von n -{- m — 3 
{n-\- m — 4) PFAPFSchen Gleichungen unbeschränkt integrabel ist. 
Doch wird wohl das Gesagte schon ausreichen, um auch die 
ZagängHchkeit dieser und ähnlicher Fragen erkennen zu lassen. 

§8. 

Die ehankteristiseheD Kurven einer partiellen DifferentialslMeliiUig 

erster Ordnung. 

Jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung: 

(115) p = F(x, Äi . . . x^, z,p^ ...pj 

des i2,4.s : ^, a;^ . . . a;„, je; bestimmt nach der von Lie herrühren- 
den Auffassung 00** + * unter den 00^" + • Elementen Zy a?, p 
dieses Baumes, und ihre Integration kommt darauf hinaus, alle 
Vereine von je 00"+* Elementen zu ermitteln, die unter den 
00*"+^ Elementen der Gleichung enthalten sind. Es ist femer 
bekannt, daß sich die Elemente von (113) auf eine und nur eine Art 
in 00** + ^ charakteristische Streifen — Vereine von je 00^ Ele- 
menten — derart anordnen lassen, daß jedes allgemein gelegene 
Element der Gleichung eiaem solchen Streifen angehört und daß 
jeder nicht singulare Integralverein von je oo** charakteristischen 
Streifen erzeugt ist. 

Ifath..ph7s. KlMse 1906. Bd. LVU. 15 
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LiE hat Dun schon in seinen älteren Arbeiten über partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung darauf hingewiesen^), daß 
es unter den Integral vereinen von (113) solche geben kann, die 
als Punktmannigfaltigkeiten nicht (n -\- l)-fach ausgedehnt sind, 
sondern eine geringere Dimensionenzahl besitzen, ja daß unter 
Umständen sogar die 00** + ^ Integralvereine einer vollständigen 
Lösung von (113) sämtlich diese Eigenschaft haben können. Für 
n "» 2 und 3 hat sich später Bäcklund mit solchen Differential- 
gleichungen beschäftigt^), und Lie selbst ist gegen das Ende 
seines Lebens auf diese Möglichkeiten zurückgekonunen und hat 
zum Beispiel die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
untersucht, unter deren Integralvereinen es unbegrenzt viele solche 
gibt, die als Punktmannigfaltigkeiten zweifach ausgedehnt sind.'') 
Aber Lie hat nirgends, auch in dieser letzten von ihm selbst 
veröffentlichten Arbeit nicht, die Ejriterien aufgestellt, auf Grund 
deren man es einer vorgelegten Differentialgleichung (113) an- 
sehen kann, ob sie eine vollständige Lösung besitzt, die aus 
lauter Punktmannigfaltigkeiten von weniger als n 4- 1 Dimensionen 
besteht. Andrerseits hat Bagklund nur die Fälle der Bäume von 
4 und 5 Dimensionen behandelt und ist überdies auf die expli- 
zite Aufstellung der betreffenden Kriterien auch nicht eingegangen. 
Es verlohnt sich daher wohl, zu zeigen, daß unsre allgemeine 
Methode geeignet ist, auch zu diesen Kriterien einen Weg zu 
bahnen, während allerdings die wirkliche Bestimmung aller etwa 
vorhandenen Integralvereine, die als Punktmannig&ltigkeiten 
weniger als w + 1 Dimensionen haben, auf die schwierige, noch 
nicht genügend entwickelte Theorie der Systeme von PpAFFSchen 
Gleichungen fährt. Ich berühre hier diese Frage um so lieber, 
als ich hoffe, durch die folgenden Betrachtungen auch zur Er- 
leichterung des Verständnisses einiger Abschnitte jener mehrfach 
erwähnten Abhandlung von Lib beizutragen. 

Der Ort aller Punkte der Elemente eines charakteristischen 
Streifens oder, mit Lie zu reden, der Punktort des Streifens ist 
eine charakteristische Kurve der Gleichimg (113). Da jeder 

i) ,,Zar Theorie partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, 
insbesondere über eine Klassifikation derselben**, Gott. Nachr. 1872, 
S. 473—489. 

2) „Zur Theorie der partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung*S Math. Ann. Bd. 17, S. 285 ff. 

3) In der auf Seite 163 erwähnten Arbeit, diese Berichte .1898. 
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mehteingalare Integnvlvewüi von oo" verschiedenen charakteristi- 
sehen Streifen erzeugt ist, so ist er als Punktmannigfaltigkeit 
betraehtet offenbar von den zu diesen Streifen gehörigen charakter- 
istischen Kurven erzeugt. Gehören zu den cx)" charakteristischen 
Streifen des Integralvereins auch oo" verschiedene charakteristisohe 
Kurven, so wird die Dimensionenzahl der durch den Integral- 
verein bestimmten Punktmannigfaltigkeit dann und nur dann 
kleiner als n+ I9 etwa gleich m + 1 ausfallen, wenn durch 
jeden Punkt dieser Punktmannigfaltigkeit cx)" " ^ charakteristische 
Kurven gehen, die ganz auf der Mannigfaltigkeit liegen. Ge- 
hören dagegen zu den cx)** charakteristischen Streifen des Integral- 
vereins etwa bloß 00* ~ ' verschiedene charakteristische Kurven (2 > 0), 
80 vrird seine Dimensionenzahl als Punktmannigfaltigkeit sicher 
kleiner als n -f- 1 soin nnd zwar höchstens gleich n — Z + 1* 

Wir wollen isolirte Integralvereine, die als Punktmannig- 
faltigkeiten nicht (n-f l)-fach ausgedehnt sind, ganz bei Seite 
lassen und nur solche Differentialgleichungen (113) betrachten, 
die mindestens eine vollst&ndige Lösung besitzen, deren cx)**"^^ 
Integralvereine sämtlich diese Eigenschaft haben. Da in den 
00" "^ ^ Integralvereinen einer vollständigen Lösung alle (X>^"'i~ 
charakteristischen Streifen von (113) enthalten sind, so liegen 
auf den durch diese Integralvereine bestimmten 00" + ^ Punkt- 
mannigfaltigkeiten alle charakteristischen Kurven von (113)9 ^^^ 
es ergibt sich aus dem vorhin Gesagten sofort, daß eine vollständige 
Lösung von der verlangten Art jedenfalls nur dann vorkommen 
kann, wenn einer der beiden folgenden FäUe eintritt: 

Erstens: Den 00^**'*' ^ charakteristischen Streifen entsprechen 
bloß oo*»"' + * (i > 0) verschiedene charakteristische Kurven. 

Zweitens: Es gibt zwar 00*» ■•"^ verschiedene charakteristi- 
sdie Kurven, aber unter den Zahlen 1, 2, 3, ... n — 1 gibt es 
mindestens eine solche, etwa m, daß durch jede charakteristische 
Kurve mindestene eine (m -f l)-fach ausgedehnte Punktmannig- 
&ltigkeit geht, auf der 00" verschiedene charakteristische Kurven 
liegen. 

Im ersten Falle ist zwar von vornherein sicher, daß es voll- 
ständige Lösungen von der verlangten Art gibt. Durch jeden 
Pankt des i2j».f2 gehen dann nämlich bloß cx)"~' verschiedene 
charakteristische Kurven, die eine Punktmannigfaltigkeit von 
II — 2+1 Dimensionen erzeugen, und diese Punktmannigfaltigkeit 
ist, um Paul Du Bois BhvMONDS Benennung anzuwenden, ein 
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Integralkonoid von (113), denn als Elementverein aufgefaßt stellt 
sie einen Integralverein von (113) dar. Eonstroirt man alle 
Integralkonoide, die durch die Punkte einer (n -|- l)-fach aus- 
gedehnten Punktmannigfaltigkeit des En + % g^hen, so erhalt man 
im allgemeinen eine vollständige Lösung, deren 00" + ^ Integral- 
vereine (n — 2 -f l)*fftch ausgedehnte Punktmannigfaltigkeiten 
sind. Dagegen bedarf es noch einer besonderen Untersuchung, 
um festzustellen, ob es noch andre vollständige Lösungen dieser 
Art gibt und ob es etwa solche gibt, deren Int^gralvereine als 
Punktmannigfaltigkeiten eine noch geringere Dimensionenzahl be- 
sitzen. 

Tritt dagegen der zweite Fall ein, so weiß man zimächst 
bloß, daß sich die 00' " + ^ charakteristischen Kurven bei geeigneter 
Wahl von m (0 < m < n) auf 00* + ^ (m + l)-fach ausgedehnte 
Punktmannigfaltigkeiten derart verteilen, daß jede dieser Punkt- 
mannigfaltigkeiten cx)" verschiedene charakteristische Kurven ent- 
hält. Demnach muß erst noch besonders festgestellt werden, ob 
es eine solche Verteilung dieser Art gibt, bei der die betrefifen- 
den (in4-l)-fa'Ch ausgedehnten Punktmannigfaltigkeiten als 
Elementvereine aufgefaßt eine vollständige Lösung von (113) 
bilden. 

In der mehrfach erwähnten Abhandlung von 1898 hat sich 
Leb mit dem ersten Falle beschäftigt und die besondem Werte 
2 =» n — 1 und 2 » n — 2 eingehend untersucht. Jedoch geht er 
gar nicht auf die Bedingungen ein, unter denen die von ihm ge- 
machten Voraussetzungen über die Zahl der charakteristiBchen 
Kurven wirklich erfüllt sind. Den zweiten Fall hat Lie meines 
Wissens in keiner der von ihm veröffentlichten Arbeiten näher 
besprochen. 

Wir wollen jetzt in aller Kürze zeigen, wie man zu den 
Kriterien fär das Eintreten des ersten jener beiden Fälle ge- 
langen kann. Vollständig entwickeln werden wir jedoch nur die 
Kriterien dafür, daß die Zahl der von einander verschiedenen 
charakteristischen Kurven möglichst klein wird. Auf den zweiten 
FaU wollen wir nicht näher eingehen, da der nach der in § 7 
entwickelten Methode behandelt werden kann, nur daß die be- 
sondere Natur der Aufgabe gewisse Vereinfachungen mit sich 
bringt. 

Die Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen 
von (113) könnten wir ja als bekannt voraussetzen; wir wollen 
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sie aber ziinftchst ableiten, da sich das auf Grund unsrer allge- 
meinen Methode sehr bequem machen läßt und zugleich die Dar- 
stellung des Folgenden erleichtert. 

Nach LiE sind die charakteristischen Streifen von (113) da- 
dorch definirt, daß sie Vereine von je oo^ Elementen sind, daß 
jedes Element von (113) einem und nur einem solchen Streifen 
angehört und daß endlich zwei unendlich benachbarte charakteristi- 
sche Streifen, bei denen auch nur ein einziges Element des einen 
mit einem unendlich benachbarten Element des andern vereinigt 
Hegt, ihrer ganzen Ausdehnung nach in der Beziehung stehen, daß 
jedes Element des einen mit den unendlich benachbarten Ele- 
menten des andern vereinigt liegt. 

Da durch jedes Element von (113) ein charakteristischer 
Streifen gehen soll und da wir die Größen fi^ Xj x^ . . , x^^^ p^ . . ,p^ 
als Koordinaten für die Elemente der Gleichung (113) benutzen 
können , so lassen sich die charakteristischen Streifen von (113) 
jedenfalls durch ein gewisses simultanes System von der Form: 

definiren, wo t, |^ und 7t^ gewisse Funktionen von jr, o;, rr^ . . . x^, 
Pi - - ' p^ sind. Denken wir uns dieses simultane System imter 
Zugrundelegung der Anfangsbedingungen: z ^ z^^ o;« » rc?, pi = p^ 
für x = Xq integrirt: 

Iz = Z(x^ a^o, a^ . . . oÄ, z^jp^ • . -JpS) 
Xf « Xi(x, a^o, a^ . . . 4, z^.p^ . . .i>J) 
Pi ^^ •'»V^» ^Ot ^1 • • • ^«1 Zqj Pi ' ' ' Pn) 1 

(t s 1 . . . 1») y 

so wird der durch das Element: Xq, x% Zq^pXpq « F{Zq^ Xq^ xJ, Pp)^^Fq 
gehende charakteristische Streifen durch die vereinigten Gleichungen 
(113) und (115) dargestellt. 

Zweitens sollen die charakteristischen Streifen Vereine sein, 
je zwei unendlich benachbarte Elemente eiaes Streifens müssen 
also die Bedingung 

(.,6) ..-p..-_^„..,-0 

1 

der vereinigten Lage erfüllen, folglich müssen die unbekannten 
Funktionen t» ^9 ^i ^^^ Gleichung: 
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n 

(117) t-^Pth-F 

1 

genügen. 

um endlich die letzte Eigenschaft der charakteristischen 
Streifen analytisch auszudrücken, denken wir uns zwei heliebige 
unendlich benachbarte und vereinigt liegende Elemente von (113) 
gegeben, also zwei Wertsysteme Zqj Xq, a:?, jp? und Zq + <^^oi ^0 + ^^ 
0?? + dsSj JJ? + cJjp?, die nur der Bedingung: 

n 

(i 18) dz^ - F^dx^ -^pU^i - 

1 

unterworfen sind. Legen wir durch diese beiden Elemente die 
hindurchgehenden charakteristischen Streifen, die durch (115) be- 
stimmt sind, und setzen wir wie sonst: 

(M9) **-g'»^+|j<^'o+2^(^^^S + ^/l>?). 

1 

während ix^^ dp^ analog definirt sind, so hat jedes dem Elemente 
x^ Zy Xfi p^ des ersten Streifens unendlich benachbarte Element des 
zweiten Streifens die Koordinaten: 

X + dXy z + idx + dzy Xf + ^dx + Sx^^ p^ + n^dx + ip^ 

Diese beiden Elemente müssen nun stets vereinigt liegen, also 
muß die Gleichung: 

n 

tdx + iz — Fdx —^Pididx + Äa;J = 0, 

1 

oder wegen (117) die Gleichung: 

n 

(i 20) Sz —^7 ftrf«, =" 

1 

für jedes x erfüllt sein, sobald die Gleichung (118) besteht. 

Da (120) in den Differentialen dxg, dz^^ daS^ dp^ linear und 
homogen ist, kann dieser Fall nur eintreten, wenn es eine solche 
nicht identisch verschwindende Funktion q von x und den Xq^ z^ xj^p^ 
gibt, daß eine Identität von der Form: 



(121) (f{6e -^Pfix;) - dzo - F^dxo -'^pU^, 
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besteht Diese Funktion q maß sich überdies fOr x^a^o auf 1 
reduziren, denn nach S. 172 wird för x^x^i 

und die linke Seite von (120) verwandelt sich also für 
X » 1^) in: 

de^ - tod'To -^- !>?(<*«? - |?da!o), 

1 

was wegen (117) mit der rechten Seite- von (121) identisch wird. 
Wir brauchein demnach jetzt nur noch q so zu bestimmen, 
daß die linke Seite von (121) x gar nicht enthält. Erinnern wir 
uns aber, daß nach 8. 179: 



dx ' dx 

ist, und benutzen wir (117) so ergibt die Forderung: 

1 

folgende Gleichung: 

n n 

1 1 

die sofort in die nachstehenden zerfällt: 

Da Q nicht identisch verschwindet, gelangen wir zu den bekannten 
Differentialgleichungen : 

dx Pi^ dx «< ' -^» * 



("O 



1 



der charakteristisohen Streifen. Von jetzt ab können wir also 
voraussetzen, daß die Oleichungen (^115) die Lösungen des simul- 
tanen Systems (114O d^u^^oUen. 

Die charakteristischen Kurven von (113) bilden nun eine 
Kurvenschar des Bn-\-i : z^x^x^ , . . x^, die in der in § 3 aus- 
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einandergesetzten Weise durch das simultane System (114) de- 
ßnirt wird und deren endliche Gleichungen die n + 1 ersten 
unter den Gleichungen (115) sind. Sehen wir von dem trivialen 
Falle einer linearen Differentialgleichung (113) ah, so sind in den 
Gleichungen: 

die rechten Seiten nicht alle von P| . . .i>„ frei, folglich besteht 
die Schar der charakteristlBchen Kurven aus mindestens cx)""^* 
verschiedenen Kurven und besitzt im Sinne von S. 160 ein 
System von gerade n unabhängigen Schnittbedingungen, das aus 
den Gleichungen: 

(123) öz =- 0, dx^ = 0, , . ., rfa;^ = 

durch Elimination von x hervorgeht. Wie die Identität (121) 
zeigt, ist überdies unter diesen Schnittbedingungen stets eine 
PFAFFSche Gleichung enthalten, nämlich die Gleichung (118). 

Andrerseits gentigen die charakteristischen Kurven einer 
nicht linearen Differentialgleichung (113) immer dem Systeme 
von Monge sehen Gleichungen, das aus (122) durch Elimination 
von Pi . . .pa hervorgeht. Nehmen wir an , daß in der Deter- 
minante: 

(124)- 2 * ^«'^ • • • ^i-i-. 

alle (m-|- l)-reihigen Determinanten identisch verschwinden, nicht 
aber alle w-reihigen (0 < m ^ n), so enthält dieses Monge sehe 
System gerade » — m + 1 von einander unabhängige Glei- 
chungen, die wir uns ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf 
die Form: 

dz f dx^ dx\ 

j^^a^{x,x,,.,x,,0, di ••■55-; 

^^m+fc / dx^ dx. 



(1^5) 



, dXi »^«\ 

(D^{X,X^...X^,0, -äi-'S^) 



dx 

{k^l . . . n — m) 



gebracht denken können. Es ist überdies bekannt, daß das 
Monge sehe System (125) auch ohne Benutzung der charakte- 
ristischen Streifen oder Kurven direkt aus der Gleichung (113) 
abgeleitet werden kann, denn es ordnet jedem Punkte Zy a;, z^ 
des Bn^2 gerade den Monge sehen Kegel von cx)*" Richtungen: 
dzidxidx^ zu, der von den (n -f l)-fach ausgedehnten Ebenen 
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der Elemente z^ x^ x^ p^ umhüllt wird, die dem Punkte e^ Xj x^ 
durch die Differentialgleichung (113) zugeordnet werden. Setzen 
wir daher: 



dz 
dx 



z 



/ dXi 
' Jx 



^Xi 



(»sbI...») 



und denken' wir uns x[ , , , x[n aus den Gleichungen: 



(126) 



m 



n{x^ X^ . . . X^^ZjXl , . . Xm) — p — 




p^^fi — 



«-f-m 

—^ipm-\-kfO^(x, iCi . . . X^j Zj xi . . . Xm) = 
1 

n — m 



dm 

dx\ 






(/=l...m) 

eliminirt, mit andern Worten: suchen wir den Ort aller Ele- 
mente Zj X, x^, p^^ deren (n -\- l)-fach ausgedehnte Ebenen im 
Punkte Zy JC, x^ den durch (125) bestimmten Monge sehen Eegel 
berühren, so erhalten wir nur eine Relation zwischen den Z^x^x^^p^ 
nämlich die ursprüngliche Gleichung (113). Hierin liegt, daß die 
Determinante: 



("7) 






unter den hier gemachten Voraussetzungen nicht identisch ver- 
schwinden kann. Umgekehrt ergibt sich natürlich aus: 



(122') 



n 



{i = l...n) 



("sO 



durch Elimination von Pi - - » P^^ gerade das Gleiohungensystem: 
/ = a)(x, a?! . . . ic^, z^ x[.,, a4), a4 +* = «>t(a?, x^,..x^^z^x[.,. a4) 

(ik ea 1 . . . n — m) , 

das nur eine andre Schreibweise von (125) ist. 

Aus dem Gesagten geht hervor, daß wir, statt die Größen 
i?, x,X|,jp^ zur Bestinmiung der Elemente von (113) zu benutzen, 
auch die Größen: z^x^Xy^ . , . x^^ xi . . . ^, jPm+i - * -Pn ^^ ^^~ 
ordinaten dieser Elemente verwenden können, daß sich also die 
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charakteristischen Streifen von (113) auch durch ein simultanes 
System von der Form: 



(128) 



dz 



TZ = <ö(^» a?! . . . X^, Z, Xi . . , Xin), 



dx. 



dx 

mr\-k 



dx 

dx "" ^^ 



dx 



=* «»^(a;, Xi . , . x^j g^xi . . . Xm) 



dx' 
dx^'^f^' 



Xk 



dx 

(/usBsl...m; k=sl...n — m) 

definiren lassen, wo die 9 und Xj^ gewisse Funktionen von 
X, x^ . . , x^, e, x[ . . . x'mi i>m+i • • • P,, si^d. Dasselbe simultane 
System (128) dient dann zugleich zur Definition der charakteris- 
tischen Kurven von (113), und hier tritt es unmittelbar zutage, 
daß diese charakteristischen Kurven Integralkurven des Monoe sehen 
Systems (125) sind. 

Wir behaupten nun, daß sich die charakteristischen Kurven 
direkt auf Gnmd des Monge sehen Systems (125) definiren lassen 
als eine Kurvenschar, die dem Monge sehen Systeme (125), aber 
keiner von diesem Systeme unabhängigen Monge sehen Gleichung 
genügt und bei der unter den Schnittbedingungen mindestens eine 
PFAFFSche Gleichung enthalten ist. 

In der Tat, genügt eine Kurvenschar: 

h ^ Ki^y «1» ^ • • •) 

(1 = 1 . . . n) 

dem Monge sehen Systeme (125) sonst aber keiner Monge sehen 
Gleichung, so besteht sie aus mindestens 00"+"*+* verschiedenen 
Kurven und läßt sich durch ein simultcuies System definiren, 
in dem jedenfalls folgende Gleichungen vorkommen: 



(129) 



X, 



(130) 



dx 



dz^ 
dx 



dx. 



dx 



•■ »^(a?, e, x^ 



(iU3=:l...m; ib = l...ii — m), 

während xi . . . x^, e^ x, x^ . . . x^ sicher nicht durch eine endliche 
Relation verknüpft sind. Setzen wir nun: 



('31) 



*^'~2lf/'^' ^'^^='2^/'^ 



(i=ssl...«) 
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und verlangen wir, daß anter den zu der Eurvenschar gehörigen 
Schmttbedingnngen mindestens eine Pf äff sehe Gleichung ent- 
halten ist, so müssen wir versuchen, y, a^ . .. a^ derart als Funk- 
tionen von X zu hestimmen, daß 



(«32) 



dx 



( ^ ^i^^i 



+ yd0 Wo 



wird, eine Forderung, die auf die folgenden Bedingungen ftihrt: 



(■33) 



n — m 



doj , -^ 3"»i , da, 



1 
n — 1» 



1 







n — m 



Z 







dm 






Eliminiren wir hieraus a^ . . . ofm, so kommt: 

n — m 



(134) 






709, 



dx. 




^«t ^ö>* a«) ^<» 



^*/i^^m4-r 



a«; a^r 



?) 



+ 






n — fii 




^«t a 



(D 



aco dto 



^*; ^*«+r 



(^ SB 1 ... m). 



aa;^ dz 



)-0 



Da aber unter den hier gemachten Voraussetzungen die Deter- 
minante (127) nicht identisch verschwindet, so lassen sich die 
Gleichimgen (134) nach den Di£ferentialquotienten 



dxj 
dx 



dx 



auflösen, folglich bilden die Gleichungen (130), (133) und (124) 
nach Weglassung der Gleichungen, in denen a^ , , . a^ vorkonunen, 
ein simultanes System in den VerfinderKchen x^z^x^.,, «„, x[,., Xnj 
Un^i . . . a^, ^, das eine gewisse Eurvenschar des i^n+s definirt. 
Es bleibt nur noch zu zeigen, daß diese Eurvenschar keine andere 
ist als die der charakteristischen Eurven. 

Das aber hat keine Schwierigkeit. Die Größen z, x^ x^.,. x^^ 
*i • • • iJJmi JPto+1 . . !>», die als Koordinaten für die Elemente der 
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Gleichung (113) dienen können, sind mit den ursprünglichen 
Koordinaten 0^ x^ x^ . . . x^y Pi - - Pn dieser Elemente durch die 
Gleichungen: 

dm ^r-f diOj^ 



> — j- - -fi 



verhunden, deren Auflösungen nach xi . . . Xm so lauten: 

(136) a;^ = — F^ Oi=i...m) 

außerdem ist nach (126): 



(137) 



m 

F{z, X, x^. ,, x^, i>i . . .pj = CO — ^gjL^ - 

n — m m 




*Pm+*(«»-2'^^8^) 



1 * 1 



Die Bedingung (116) fOr die vereinigte Lage zweier unendlich 
henachharter Elemente der Gleichung (113) erhält daher in diesen 
neuen Elementkoordinaten die Form: 



m n — m tn 



Sucht man jetzt in den neuen Elementkoordinaten die Diffe- 
rentialgleichungen für die charakteristischen Streifen, so hat man 
genau wie auf S. 222 eine Funktion q von x so zu hestinmien, 
daß der nach x genommene Differentialquotient von: 

identisch verschwindet. Wegen: 

dx f^ ^^ dx ^ dx "•+* * 

erhält man zur Bestinunung der charakteristischen Streifen ein 
simultanes System, das hei der Suhstitution: 

genau in das vorhin gefundene simultane System übergeht. Dieses 
letztere kann also wirklich auch zur Definition der charakteristischen 
Kurven dienen. 
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Von besonderem Interesse ist nun der Fall, daß die Zahl 
der von einander verschiedenen charakteristischen Kurven den 
kleinsten möglichen Wert, nämlich den Wert cx)"+"* + ^ besitzt. 
Dieser Fall wird offenbar dann und nur dann eintreten, wenn die 
aus (134) folgenden Werte der Ableitimgen von x[ . , . x^ nach 
X Funktionen von e^ x, x^ , , . x„^ x^ . . . Xm allein werden, das 
heißt, wenn die Gleichungen: 

n — m 
d da d(o ^^1 da doDf da da 



d dcOf^ diOj^ ^^^ dmj^ Sa^ da^ da 

55 ^ "" ^ ^^d m+t^ ~ T7 ä^ "" 

t 

unter denen sich immer m nach den Ableitungen von x^ . . . a4 
auflösbare befinden, mit einander verträglich sind, wenn also in 
einer gewissen aus den Differentialquotienten erster und zweiter 
Ordnimg von 00 und den toj^ gebildeten Matrix alle (m -\- 1)- 
reihigen Determinanten identisch verschwinden. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so reduziren sich die Glei- 
chungen (134) für die Schar der charakteristischen Kurven auf 
Null gleich Null, und zur Bestimmung aller derjenigen Schnitt- 
bedingungen der charakteristischen Kurven, die PpAFFSche Glei- 
chungen sind, behält man bloß die Gleichungen (133), aus denen 
noch alle die wegzulassen sind, die Differentialgleichungen für 
«1 . . . cr^ darstellen. Die Größen «„, + 1 . • • «„, y sind infolgedessen 
überhaupt durch keine endliche Belation verknüpft, und ihre An- 
fangswerte für x^ Xq dürfen vollkommen willkürlich gewählt 
werden. Die allgemeinste Schnittbedingung der charakteristischen 
Kurven, die die Form einer PpAFFSchen Gleichung hat, ergibt sich 
daher aus: 

(.40) yU -^l^rix\ + ^«„,, (*^+*-2^5*-.) - 

durch die Substitution: a? = % wobei den Om-^k und y beliebige 
Werte erteilt werden können. 

Damit haben wir den Satz: 

Besteht das System von MangescJien Gleichungen^ das zu der 
nidit linearen partiellen Differentiulgldcliung erster Ordnimg (113) 
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gekört, aus gerade n — m -|- 1 unabhängigen Gleichungen 
(0 < m ^ n) und gehört gu den oo**+* charakteristischen Streifen 
von (113) die geringste mögliche Zahl, nämlich gerade 00"+*"+* 
verschiedene charakteristische Kurven^ so gibt es unter den Schnitt- 
bedingtmgen der Schar aller charakteristischen Kurven gerade 
n — m+ 1 von einander unabhängige JPfaffsche Gleichungen, 

In der oft erwähnten LiEscben Abhandlung von 1898 ist 
dieser Satz fOr m = 1 und m =» 2 enthalten, und es unter- 
liegt wohl keinem Zweifel, daß er Lib auch für m > 2 be- 
kannt war. 

Wir haben gesehen, wie man aus dem MoNOESchen Systeme 
(125), das zu der Gleichung (113) gehOrt, erkennen kann, ob 
die Zahl der charakteristischen Kurven den kleinsten möglichen 
Wert hat. Man kann aber die Bedingungen dafür auch aus der 
Differentialgleichung (113) selbst ableiten und braucht zu diesem 
Zwecke nur auszudrücken, daß das zu (113) gehörige MoNOESche 
System aus gerade n — m 4~ 1 unabhängigen Gleichungen bestehen 
und daß es unter den Schnittbedingungen der charakteristischen 
Kurven gerade n — m + 1 unabhängige PpAPPSche Gleichungen 
geben soll. Ist nämlich die erste Bedingung erfQllt (0 < m < n), 
gibt es aber 00"+'" + * oder noch mehr verschiedene charakte- 
ristische Kurven, so sind unter den zugehörigen Schnittbedingungen 
sicher weniger als n — m + 1 unabhängige PpAPPSche Gleichungen 
enthalten. 

Die erste Forderung, daß das zu (113) gehörige MoNGESche 
System aus gerade n — m -{- 1 unabhängigen Gleichungen bestehen 
soll, kommt, wie wir wissen darauf hinaus, daß in der Deter- 
minante (124) alle (m -|- l)-reihigen ünterdeterminanten ver- 
schwinden müssen, nicht aber alle m-reihigen. Um die zweite 
Forderung analytisch auszudrücken, gehen wir von dem simul- 
tanen Systeme (114O ^us, das die charakteristischen Streifen 
und also auch die charakteristischen Kurven definirt, und 
suchen alle Schnittbedingungen der charakteristischen Kurven, 
die PpAFFSche Gleichungen sind. Da unter diesen Schnitt- 
bedingimgen immer eine PpAPPsche Gleichung vorkommt, nämlich 
die Gleichung (118), die aus Öe — Zp^öx^'^ durch die Sub- 
stitution X ^ Xq hervorgeht (vgl. S. 224), so brauchen wir nur 
zu verlangen, daß außerdem noch n — m von dieser einen und 
von einander unabhängige PpAFPSche Gleichungen als Schnitt- 
bedingungen auftreten. 
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Setzen wir: 

n 

(141) jde == dz — ^ipjdXj 

1 

so ist, wie man aus den Entwickelangen auf S. 22^ leicht erkennt: 

(142) ^Jz = F,Je, 

nnd die Aufsuchung der betreffenden Schnittbedingungen kommt 
darauf hinaus a^ . . , cc^j ^ so als Funktionen von x zu bestimmen, 
daß £a^Sx^ -\- y^z von x frei wird. Wegen: 

n n 

1 1 

fährt das auf die Differentialgleichungen: 



(>43) 



-^(^.v.,+J''^.v.)«»^0 



dx 

1 

1 

(t=sl...n) 



und auf die endlichen Gleichungen: 

n 
1 

• Unter den Gleichungen (144) sind gerade m von einander un- 
abhängige vorhanden. Sollen daher gerade n — m-\-l unabhängige 
PpAFFSche Gleichungen als Schnittbedingungen auftreten, so darf 
sich durch Differentiation von (144) bei Benutzung von (143) keine 
endliche Relation zwischen cr^ . . . a„ ergeben, die nicht schon aus 
(144) allein folgt. Durch Differentiation von (144) ergibt sich aber: 

In n 

2{ji^p.Pi +2^..«(^.,.. + 1».^,,.)}«. - 
1 1 

Demnach wird die Differentialgleichung (113) dann und nur dann 
oq"+« + i verschiedene charakteristische Kurven besitzen, die einem 
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MoNGESchen Systeme von gerade n — m -f 1 unabhängigen 6lei- 
chungen genügen, wenn in der Determinante der Gleichungen (144) 
nicht alle m-reihigen Unterderminanten verschwinden, während in 
der Matrix der vereinigten Gleichungen (144), (145) all© (»»+ 1)- 
reihigen Determinanten identisch verschwinden. Diese Bedingungen 
kommen auf ein System von partiellen Differentialgleichungen 
dritter Ordnung hinaus, dem die Funktion F genügen muB. 

Auf die andern Möglichkeiten, die sich darbieten können, 
wollen wir nicht eingehen. Jedenfalls ist klar, daß man bei 
einer vorgelegten Differentialgleichung (113) immer durch bloße 
Differentiationen und Eliminationen entscheiden kann, wie viele 
verschiedene charakteristische Kurven zu ihr gehören und vde 
viele von einander unabhängige PpAFFsche Gleichungen unter den 
Schnittbedingungen der charakteristischen Kurven vorhanden sind. 
Noch weniger können wir uns hier auf die Frage einlassen, vrie 
alle etwa vorhandenen vollständigen Lösungen gefunden werden, 
deren Integralvereine als Punktmannigfaltigkeiten eine Dimensionen- 
zahl kleiner als n -|- 1 besitzen. 
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' Notiz llber Translationsflächen. 

Von 

E. ZORAWSKI. 

Die von Sophus Lib und dessen Nachfolgern entwickelte 
Theorie der Translationsflächen kann, soweit es sich um Eigen- 
schaften von allgemeinem Charakter handelt, als ein ahgenmde- 
tes Ganze angesehen werden.^) Trotzdem scheint es mir nicht 
ohne Interesse zu sein, zu untersuchen, wie sich die Rechnungen 
gestalten, sobald man folgendes Transformationsproblem in An- 
griff nimmt. Man denke sich die Fläche in Parameterdarstellung 
vorgelegt und man suche dieselbe auf derartige neue Parameter 
zu beziehen, daß die entsprechenden Parameterlinien zwei Scharen 
von kongruenten und gleichgestellten Kurven bilden. Behufs der 
Bestimmung der fraglichen Kurvenscharen wird *man auf ein 
System von Differentialgleichungen geführt, dessen Integrabilitäts- 
bedingungen die notwendigen und hinreichenden Bedingimgen für 
die Tatsache liefern sollen, daß die vorgelegte Fläche der Kate- 
gorie der Translationsflächen angehöre. 

Wir wollen in dieser Notiz die oben angedeuteten Be- 
trachtungen anstellen und uns dieselben in folgender Weise zu 
erleichtem suchen. Wir nehmen an, daß die ursprünglichen 
Parameterlinien Krümmungslinien sind, und benutzen die Dif- 
ferentiationen nach Bogenlängen der Krümmungslinien und über- 
haupt die Formeln der Natürlichen Geometrie. Die Bedingungen 
dafür, daß eine Fläche zur Kategorie der Translationsflächen ge- 
höre, erscheinen dann als Belationcn zwischen den Hauptkrüm- 
mungen und den Ableitungen derselben nach den Bogenlängen 
der Krümmungslinien. 



i) Siehe: G. Schbfferb, Das ÄBELSche Theorem und das Lissche 
Theorem über TraDslationsflächen. Acta math. Band 28, p. 65 — 91. 

lfAth.-phyt. KlMse 1906. Bd. LVH. 16 
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Es sei dabei folgendes bemerkt: Wir setzen voraus, daß die 
Fläche weder zu denjenigen gehört, für welche in jedem Punkte 
die Hauptkrümmungen einander gleich sind, noch zu denjenigen, 
für welche eine der Hauptkrümmungen gleich Null ist. Es ist 
klar, daß diese Beschränkung keine wesentliche Beschränkung der 
Resultate hervorbringen kann. 

1. Hat man eine Fläche: 

x=--x(u,v), yr^y{u,v), e^z{u,v)' (i) 

und setzt man voraus, daß die Parameterlinien Krümmungslinien 
sind, so besitzt die erste be^. zweite Differentialform die ein- 
fache Gestalt: 

Edu^ +Gdv^, Ldu^ + Ndv^, 

Für die geodätischen Krümmungen der Parameterlinien hat man 
dann die Formeln: 

1 glogV^ 1 dlogVG 

^^^}/ö dv ' ^^^Ye du 

und für die Normalkrünunungen derselben die Formeln: 

L N 

Die Differentialquotienten nach den Bogenlängen der KrQm- 
mungslinien werden durch die Formeln: 

^_ia/; d£ i_a/ 

ds^ yEdu' ds^ y'Gdv 

definiert. Wenn man die zweifachen Differentiationen nach den 
Bogenlängen in der Weise bezeichnet, daß 

so findet dann folgende identische Beziehung statt: 

dy dy_ l[ _ It r \ 

Femer, wenn X, F, Z die Richtungskosinus der positiven Nor- 
malen bezeichnen, welche in der Weise gewählt werden, daß 

dx dy dz 

• ds^ a«i a»i 

I ax ay a^ = + 1 , (3) 

ds^ ds^ a«2 
X Y Z 
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SO sind die Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Fläche, 
wie folgt: 

d^x dx . d^x dx -. ^^^ 

En'Üich sollen noch die Formeln von Gauss und Mainardi- 
CoDAZzi angeführt werden. Dieselben lauten: 

2. Man betrachte jetzt auf einer Translationsfiäche zwei von- 
einander verschiedene Scharen F und F' von kongruenten und 
gleichgestellten Kurven. Auf dieser Fläche existieren solche in- 
finitesimale Transformationen: 

für welche pq — ^j;' nicht identisch Null ist, deren Bahnkurven 
beziehungsweise die Scharen F und F' sind und welche so be- 
schaffen sind, daB erstens Df die Richtungen der Linienelemente 
von F' invariant läßt, daß zweitens i>Y die Richtungen der Linien- 
eiemente von F invariant läßl^ und daß drittens die infinitesimalen 
Transformationen I>f und D'f miteinander vertauschbar sind. 
Anderseits, wenn auf einer Fläche infinitesimale Transformationen 
Bf und D'f existieren, für ^% pq' — qp' nicht identisch Null ist 
und welche die Richtungen der Linienelemente der Bahnkurven 
der infinitesimalen Transformationen D'f und Df beziehungsweise 
invariant lassen und miteinander vertauschbar sind, so ist diese Fläche 
eine Translationsfläche und werden die genannten Kurvenscharen 
r und F' aus kongruenten und gleichgestellten Kurven gebildet. 
Wenn man diese Bedingungen analytisch formuliert, so er- 
geben sich folgende Relationen: 

D{D'x) = hD'x, D'ipx) = h'Dx, \ 

D{D'y)^kD'y, D' (Dy) ^ h' Dy A (?) 

D{p'z) « hD'zy D'{Dz) - k'Dz, \ 

(D, D')-0, (8) 

16* 
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wo k und k' Funktionen von u und v bezeichnen. Wir wollen 
diese Relationen umformen imd bemerken zuerst, daß 



- + 



benutzt man aber die Formeln (4), so folgt: 

D(D'x) == [D(p') + q\g,p - g,q)]^ + 

+ [-^(O '- P (ffiP - ffi^)]-^ + (^PP' + fi2qq)X. 

Analoge Ausdrücke hat man fdr D(D'y) und D{D'z)\ da aber 
die Determinante (3) von Null verschieden ist, so liefern drei 
von den Relationen (7) die Gleichungen: 

J^(p) + Q^ffiP — 9%a) ^^p\\ 

-D(«') - p'iffiP — 9tQ) = H\\ (9) 

^iPP+n^qq^O I 

und auf dieselbe Weise bekommt man aus den drei andern 
Relationen (7) die Gleichungen: 

I>\P) + QifflP' - 99a) =- ^'P , , s 

und die mit der dritten der Gleichungen (9) identische Gleichung. 
Das System der fünf Gleichungen (9) und (10) ist mit dem 
System (7) äquivalent. Außer denselben findet noch die Be- 
dingung (8) statt, welche man* in der Form: 

[DCpO - D'if)-]^^ + [D(4') - i)'(«)]|i + 

darstellen kann. Wenn man aber die Relation (2) berücksichtigt, 
so liefert die Bedingung (8) die mit derselben äquivalenten Re- 
lationen: 

D(jp')-D'{p) + 9,{pq' -qp')-0, 

D{q')-D'iq)-ff,ipq'-qp') = 0. ^^ 
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Wenn man jetzt in diese Relationen (ii) die Werte von 

I>{p')j I>{l')', ^'{p)j ^'(9) a^s (9) iiod (10) einsetzt, so er- 
gibt sich: 

i>&' — j>'ä; = 0, gÄ'— g'Ä = 0, 
woraus folgt: 

Es ergeben sich also zur Bestimmung der unbekannten in- 
finitesimalen Transformationen Df und D'f die Gleichungen: 

^{p) + q\9iP — 920)^=^0, 

J^W) - P (PiP — ffiO) ^ 0, 

I>\p) + a{ffiP -92^1-0,] (12) 

Es ist leicht zu prüfen, daß unter der Voraussetzung der Nicht- 
abwickelbarkeit der Fläche diesem System durch die Annahme, 
daß irgend welche der Größen j? , g , i>' , q identisch Null ist, 
nicht genügt werden kann. Anders gesagt, ist bei unsem Voraus- 
setzungen keine der Scharen F und F' eine Schar von Erümmungs- 
linien. 

Wir wollen nun in dieses System (12) die neuen un- 
bekannten: 

P P 



r = Vp^+q\ r'^yp'' + q'' 
einfuhren. Alsdann nehmen diese Gleichungen die Form: 

«1 + ^8^^' =■ 0, 



('3) 






dr , , dr 







(H) 



an. Hat man aus dem System (13) die Unbekannten t und t' 
bestimmt, so wird man durch Integration der "Gleichungen (14) 
r und r' stets finden können. Unsere Aufgabe besteht also in 
der Auflösung des Systems (13) in bezug auf die Unbekannten i 
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und t' und in der Diskussion der Bedingungen, unter welchen 
diese Auflösung möglich wird. 

3. Vermöge der dritten der Gleichungen (13) kann man 
eine der Unhekannten eliminieren, und man bekommt auf diese 
Weise zur Bestimmung einer unbekannten Fimktion zwei Differential- 
gleichungen erster Ordnung. Man hat nämlich: 

r = - *"' 



und daraus durch Differentiation: 

dt = — — ^7i • 

Also die Elimination von t' aus den Gleichungen (13) gibt das 

Resultat: 

dt n^ dt 



i-M-(^+'^(^+^5^)-^' 



Wenn man diese Gleichungen in bezug auf die Ableitungen der 
Funktion t auflöst, so folgt: 

+ (9i-g,t)(nl + nlt') + n,{g,n,+g,n^t)t{l + t^] , 

und wir bemerken dabei, daß für eine Funktion t, welche die 
Bedingungen des Problems erfüllt, der im Nenner dieser Aus- 
drücke stehende Faktor n^ + n^t^ nicht identisch gleich Null ist. 
In der Tat, es wäre in diesem Falle infolge der dritten der 
Gleichungen (13) identisch <' = f , was mit der Bedingung 
/?g'— gp'+O unverträglich ist. In diese Gleichungen können wir 
jetzt statt g^ und g^ die Werte einsetzen, welche aus den zwei 
ersten der Relationen (5) folgen. Nach dieser Umformung erhält 
man die Gleichungen: 
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a», ~ «,(n, - n,)(n, + n,««) l **i ä^ + V«! " «»; yh -^^ - 



^«1 



+ (%-«,>4,^<'-n||5'*l, 



2« 



«1 («i — »^) («1 + 



+ [(«,-«,)(n,|f-n.^J)-2nf|j].H(«,-n,)(2«,|5- 



^n. 



-«^l?)''-«ia-?'*l 



(15) 



Diese Gleichungen können aber durch geeignete Substitution 
bedeutend vereinfacht werden. Man setze nämlich: 



w = 






(i6) 



so folgt: 






Mittels der Gleichungen (15) kann man also die Ableitungen 
der Funktion w nach den Bogenlängen der Krümmungslinien 
folgendermaßen ausdrücken: 

^n, -1 aw, /nf 9^ ^ , „2/2^ , 1 ^»h .^w, 
- 2 »4 («, + «,) 1^- - («, - n,) [«, 1^ '- + («, 1'^ - 2«, I5) <] 

-'";(?-2«x«.+«i'*)l+ 



1 aw, . dn^ ^ 

ordnet man nun hier die Glieder zweckmäßig, so überzeugt man 
sich, daß sich für to die Gleichungen von der Form: 

dto 
dto 

a», 



=- 1^0 + ßi^ + ß^y 



(17) 
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(i8) 



ergeben, wo die KoeffizieDten a und ß die folgenden Werte be- 
sitzen: 

^'^ "^ ♦*!*-" ♦>! ^«, n, 3«, ' Po ■" ^ — n^ ^g^ ,j^ g,^ > 

"i "" ti, a5j ' '^^ *" ^ '^«t ' 

1 rwj 1 aw, 

« «, (H, — w,) a«, ' ^* «1 (n, — n,) a«i ' 

4. Wir wollen uns nun mit der Bestimmung der Funktion w 
aus den Gleichungen (17) beschäftigen. Durch Differentiation 
ergibt sich: 

Nimmt man nun die Belation: 

a'w c*to 1 /an, a«? ^^ a», atr\ 

a«i a», a«, a«, ""^ n^ — n, \a«, a^i a«, a v ' 

welche unmittelbar aus den Relationen (2) und den zwei ersten 
der Relationen (5) folgt, und setzt in dieselbe die Werte (17) 
und (19) ein, so kommt man auf die Gleichung zweiten Grades: 

Pw^+Qw + E^O, (20) 

in welcher die Koeffizienten folgende Werte besitzen: 

_ a ft ^ 1^ + 2 (^, «0 - «2 ^0) + -^ - («1 ^."^ + /?! ^^) , 

^ C7«i cs^ ^* *' *'^"'^ nj — n, \ * a«, ' ^^ csj ' 

Es leuchtet ein, daß unter der Voraussetzung der Nichtabwickel- 
barkeit der Fläche eine eventuelle unendliche Wurzel der Gleichung 
(20) nicht berücksichtigt zu werden braucht. Daher werden wir 
in der Folge nur die endlichen Wurzeln dieser Gleichung in Be- 
tracht ziehen. 

Wir setzen zunächst voraus, daß P nicht identisch Null ist 
und daß die Diskriminante: 

PR - 4 C* 
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dieselbe Eigenschaft besitzt, d. h. daß die Gleichung (20) zwei 
endliche, einfache Wurzeln hat. Durch Differentiationen der 
Gleichung (20) mit Benutzung der Gleichungen (17) ergibt sich: 

(2P» +«)(«„ + «,« + «,«') + 11«,»+ 11«, + g-O, 

(2P«, + Q)(ß,+ ft.r + ft«,«) + g«,» + ||,r + f| = 0, 

und man sieht ohne weiteres, daß jedes tr, welches das System 
(17) befriedigt, auch den Gleichungen (20) und (21) Genüge leistet 
und daß jede gemeinsame Wurzel der Gleichungen (20) und (21) 
eine Lösung des System's (17) ist. Es kommt also die Inte- 
gration des Systems (17) auf die Bestimmung der gemeinsamen 
Wurzeln der Gleichungen (20) und (21) heraus. Wenn man in 
den Gleichungen (21) die dritte Potenz von w vermöge (20) 
eliminiert, so ergeben sich die Gleichungen: 



(II + 2P«, - ««,) «;» + g| + 2P«o + ««1 - 2 Ha,) 



w 



+ l?+««o = 0, 



<?«! 



(II + 2Pft - Qß,) w'» + (II + 2Pß, + Qß, - 2Bß,) w 

+ ||+«ft = 0; 

multipliziert man femer jede dieser Gleichungen mit P und eli- 
miniert aus denselben die zweite Potenz von w^ so ergeben sich 
die Gleichungen: 

S^w+T^^O, Ä,«7+r, «0, (22) 

in welchen die Koeffizienten folgende Werte besitzen: 

S, = p|| - e|| + 2i*ao - PQa, + (Q' - 2PR)«, , 
T, = p|| _ Ä II + PQa^ - 2Pna^ + QBa, , 

T, -= p|| - J?|| + PQß^ - 2PBß, + QBß, . 

Ist also P von Null verschieden und besitzt die Gleichung (20) 
zwei einfache Wurzeln, so sind die notwendigen und hin- 
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reichenden Bedingungen für die Existenz wenigstens einer Lösung 
IV des Systems (17) die folgenden: 

PTl-QT^S^ + RSl^O, 

PTI^QT^S^ + RSI^O. 

Sollen aber zwei Funktionen w (zwei Wurzeln der Gleichung (20)) 
dem Systeme (17) genügen, so ist es notwendig und hinreichend, 
daß die Relationen: 

5, = 0, Tj = 0, ^2 = 0, Tj-O {23) 

bestehen. 

Wir setzen jetzt voraus, daß P nicht identisch Null ist 
und daß 

Pi2-4e« = 0, (24) 

d. h. die Gleichung (20) eine Doppelwurzel besitzt. Diese Doppel- 
wurzel ist 

und die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, um das 
System (17) durch dieselbe befriedigt wftre, die folgenden: 

(25) 

sind. Man überzeugt sich leicht, daß, wenn man in (^23^ den aus 
(24) folgenden Wert von R hineinsetzt, sich die Bedingungen (25) 
ergeben. 

Setzt man jetzt 

P=0 

und Q von Null verschieden voraus, so folgt aus (20) 

B 

und man bekommt die Bedingungen: 
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Ist endlich ^ ^ ^ ^ 

P=0, Q = 0, 

SO muß auch ^ 

sein, und dann wird das System (17) durch eine unendliche Schar 
Ton Funktionen hefriedigt, welche von einer willkürlichen Eon- 
stante abhängig ist. 

5. Man setze nun voraus, daß in einem vorgelegten Falle 
eine Fonktion w^ welche das System (17) befriedigt, in der Tat 
gefunden worden ist. Man wende sich alsdann zur Relation (16) 
und schreibe dieselbe in der Form: 

n^t^ + wt — n^^'O. (26) 

Es sollen zwei Fälle auseinander gehalten werden. Entweder 
besitzt diese Gleichung zwei einfache Wurzeln f, oder sie besitzt 
eine zweifache Wurzel. Werden im ersten Falle diese zwei 
Wurzeln mit t und t' bezeichnet, so befriedigen dieselben die 
Relation: , . 

d. h. sie genügen dem Systeme der Differentialgleichungen (13), 
bestimmen also die Kurvenscharen F und JT', über welche unter 
2. die Rede war. um endliche Gleichungen dieser Kurvenscharen 
zu bestimmen, sollen die partiellen Differentialgleichungen: 

integriert werden. Hat man aus denselben die Funktionen tp und 
<jp' bestimmt, so stellen die Gleichungen: 

eine solche Transformation vor, mittels welcher die Gleichungen 
(i) der Fläche auf die Form: 

^ = f{9) + f {9) 7 y^g{^) + 9' {9) , xr = Ä (9?) + Ä' (9') 

gebracht werden können. Man gelangt auf diese Weise in allen 
Fällen, in welchen eine Funktion w existiert, die das System (17) 
befriedigt und für welche die Gleichung (26) zwei einfache 
Wurzeln besitzt, zu zwei Kurvenscharen JT und F' auf einer 
Translationsfläche. Für eine vorgelegte Fläche können unter Um- 
ständen mehrere solche Funktionen w existieren, und man hat 
sodann eine Fläche, welche in mehrfacher Weise als eine Trans- 
lationsfläche aufgefaßt werden kann. 



244 K. ^ORAWSKi: 

Im Falle einer zweifachen Wurzel der Gleichung (26) hat man: 

was mit den Bedingimgen des Problems unvereinbar ist, d. h. es 
entspricht einem solchen Falle keine Erzeugung der Fläche durch 
Translation von Kurven. 

6. Wir wollen noch untersuchen, welche geometrische Be- 
deutung der zuletzt betrachtete Ausnahmsfall besitzt. 

Zu diesem Zwecke sei bemerkt, daß man eine Regelfläche 
als solche Fläche definieren kann, auf welcher infinitesimale Trans- 
formationen existieren, die die Richtungen der Linienelemente 
ihrer Bahnkurven invariant lassen. Ist nämlich eine solche in- 
finitesimale Transformation 

so hat man die Bedingungen: 

D (Dx) = hDx , D {Dy) = kBy , D (Dz) = kDz . 
Diejselben können durch die Bedingungen: 

I>(p) + ^{ffiP - ffiP) = *1>, 

I>(Q)-p{ffiP - ffiO) = H, 
n^p^ + n^q* = 

ersetzt werden, welche ihrerseits durch Einführung der Bezeichnung: 

P 
und Elimination von k auf die Form: 

gebracht werden können. Diese Gleichungen besagen, daß die 
geodätische Krümmung und die Normalkrümmung der erwähnten 
Bahnkurven gleich Null sein müssen, d. h. daß die Bahnkurven 
in der Tat gerade Linien sind. 

Man wende sich nun zu der Gleichung (26). Dieselbe be- 
sitzt eine Doppel wurzel, wenn 

w = 2€}/~ n^n^ ('^ID (28) 

ist; alsdann hat man: 

t^^'jE^r. (29) 
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Die Funktion (28) muß aber das System (17) befriedigen, d. h. 
es muß sein: 

und wenn man hier die Werte (18) für a und p mit verschiedenen 
Indices einsetzt, so zeigt es sich, daß diese beiden Relationen mit 
der Relation: 

identiBch sind. Somit ist sie die Bedingung dafür, daß das System 
(17) durch den Wert (28) befriedigt werde; setzt man aber den 
Wert (29) in die erste der Gleichungen (27) ein, so bekonmit 
man ebenfalls die Relation (30). Daraus ergibt sich folgendes: 
ist die Funktion t eine Doppelwurzel der Gleichung (26), so 
liefert dieselbe die geradlinigen Erzeugenden einer Regelfläche. 
Bei dieser Gelegenheit sei bemerkt, daß, wenn'man die Relation (30) 
Ton der Quadratwurzel befreit, man leicht auf die Relation kommt: 

Diese Relation ist eine notwendige und hinreichende Bedingung 
für die Tatsache, daß eine nichtabwickelbare Fläche Regelfläche ist. 
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SITZUNG VOMSTJULI 1905. 



Geschäftliche Mitteilungen, Vorlage von Abrechnnngen, Dank- 
sagungen, Eingänge. 

Eine Yermehrung des Möbius- Archivs durch eine Anzahl von 
Manuskripten, Drucksachen usw., welche der Enkel des Verstorbenen, 
Herr Dr. med. & phiL Möbiüs dahier, abzugeben sich bereit erklärt hat, 
wild mit Dank entgegengenommen. 

Herr Dr. Lipps soll ersucht werden, den von ihm fertig gestellten 
Bericht über den Inhalt des Fbchnbb -Archivs, sowie zwei von ihm auf- 
gefundene bemerkenswerte Briefe Wilhelm Wkbebs in den Berichten 
der Klasse zu veröffentlichen. 

Dem a. o. Professor Herrn Dr. SneaFsiED Gasten dahier wird zur 
Fortsetzung seiner Untersuchungen über den Einfluß der Lichtstrahlen 
auf die Netzhaut eine Quote aus der Mende- Stiftung zugebilligt. 

Herr Adolf Matsr, o. M., legt vor: ,fNachträgliche Bemerkung zu seiner 

n. Mitteilung über den HiLSBBTSchen Unabhängigkeitssatz^^ zum 

Abdruck in den Berichten. 
Herr WnsraB, o. M., legt zum Abdruck in den Berichten eine Mitteilung 

von Herrn Johaitnes Fbiedel vor: „Experimentelle Untersuchung 

über lamellare Doppelbrechung*^ 

Bericht ILber das Fechner-ArcldY. 

Von 
G. F. Lipps. 

Im Jahre 1895 wurde der wissenschaftliche Nachlaß G. Th. 
Fedmers von der Gesellschaft der Wissenschafben übernommen und 
ein Fechner- Archiv eingerichtet. Der Inhalt desselben besteht 
aus Briefen und Manuskripten, die nunmehr in zwanzig, durch 
die Buchstaben A bis ü bezeichneten Kasten unter 155 fort- 
laufenden Nmnmem untergebracht worden sind. Dazu kommen 
noch einzelne Druckschriften, Diplome und dergl. in zwei weiteren 
Kasten V und W. 
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Im folgenden wird das Verzeichnis der 155 Nummern mit- 
geteilt. Es zerfällt in neun Abteilungen: Korrespondenz; 
Biographisches; Literarisches; allgemeine Philosophie; 
Psychologie; Ästhetik; Naturphilosophie; Versuche und 
Beobachtungen; Kollektivmaßlehre. 

Die nur teilweise druckfertigen Manuskripte zur Kollektiv- 
maßlehre sind bereits im Jahre 1897 im Auftrage der Gesell- 
schaft der Wissenschaften unter dem Titel ,^ollektiymaßlehre'^ 
von mir ergänzt und herausgegeben worden. Von den sonstigen 
zusammenhängenden wissenschaftlichen Ausführungen Über all- 
gemeine Philosophie, Psychologie, Ästhetik und Naturphilosophie 
teile ich hier unter den einzelnen Nummern, vielfach mit Be- 
nutzung der eigenen Worte Fechners, den Inhalt mit. 

Kerrespondenz. 

A; I — 26. B; 27 — 44. C; 45 — 6r. 

I« Vier Briefe von Acanfora (Palermo) und ein Briefkonzept 
Fechners. 

2. Drei Briefe von Aubert (Breslau). 

3. Neun Briefe von Bettina v. Arnim und neun Briefe 
Fechners an Bettina, nebst zwei Briefen der Enkelin Bettinas an 
Kuntze. 

4. Drei Briefe von Ferd. Avenarius (Dresden). 

5- Zwei Briefe von v. Bärenbach (Budapest) und ein Brief- 
konzept Fechners. 

6. Ein Brief von BiÜroth (Halle). 

7- Ein Brief von Brandes. 

3. Elf Briefe von Breitkopf und Härtel und Briefkonzepte 
Fechners. 

9. Ein Brief von F. Brentano (Wien). 

10. 55 Briefe von Gamerer (Riedlingen und Urach) und 
Briefkonzepte Fechners. 

11. Ein Brief von Doebereiner (Jena). 

12. Ein Brief von Dove (Berlin). 

13. Drei Briefe von Drobisch. 

14. Sieben Briefe von Duboc (Dresden). 
1$. Ein Brief von Elsas (Marburg). 

16. Ein Brief von J. H. Fichte (Tübingen). 

17. Ein Brief von A. Fick (Würzburg). 
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i8. Ein Brief von Gauss (Göttingen) und ein Begleitschreiben 
von Brendel an die Kgl. Gesellsch. d. Wissensch. bei Zurdck- 
Sendung des (1899) der Göttinger Gesellsch. d. Wissensch. zur 
Verfügung gestellten Briefes. 

19. Ein Brief von A. v. Graefe (Berlin). 

20. Drei Briefe von Graefe (Halle) und ein Briefkonzept 
Fechners. 

21. Ein Brief von Gisela Grimm (geb. v. Arnim) und Brief- 
konzepte Fechners. 

22. Dreizehn Briefe von Groddeck (Marienwerder) und Brief- 
konzepte Fechners. 

23. Ein Brief von Helmholtz (Heidelberg). 

24. Vier Briefe und zwei Mitteilungen von Hering (Prag) 
nnd Briefkonzepte Fechners. 

2$. Ein Brief von Hermann (Leipzig). 

26. Zwei Briefe von Höfler (Wien). 

27. Zwei Briefe von Hübbe-Schleiden (Neuhausen-München). 

28. Abschrift aus einem Brief von A. v. Humboldt 

29. Ein Brief von J. Jastrow (Baltimore) nebst Über- 
setzung. 

30. Ein Brief von Erukenberg (Halle). 

31. Zwei Briefe von Liebig (Gießen). 

32. Ein Briefchen von Ludwig (Leipzig). 

33« Drei Briefe von Mach (Graz und Prag) und ein Brief - 
konzept Fechners. 

34. Ein Brief von Martins (München). 
3$. Ein Brief von Meinong (Prag). 

36. Ein Brief von Mitscherlich (Berlin). 

37. Zwei Briefe von F. A. Müller (Göding und Gießen). 

38. Vierzehn Briefe und sechs Mitteilungen von G. E. Müller 
(Göttingen). 

39. und 40. Briefkonzepte und längere Ausführungen 
Pechners für G. E. Müller. 

41. Elf Briefe von Bud. Müller (Dresden) und Briefkonzepte 
Fechners. 

42. Vier Briefe von Ohm (BerUn). 

43. Zwei Briefe von Pesch, S. J. (Blyenbeck, Holland) und 
ein Briefkonzept Fechners. 

44. Zwei Briefe von Pfaff (Kiel). 

4$. Fünf Briefe von Poggendorff (Berlin). 

17* 
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46. 24 Briefe Ton v. Beichenbach (dem Begründer der Od- 
lehre), sowie Brief konzepte und Äußerungen Fechners. 

47. Ein Brief von Schafhäuti. 

48. Ein Brief und zwei Karten von Seydel (Leipzig) und 
ein Brief konzept Fechners. 

49. Zwei Briefe von Seydler (Prag). 

50. Vier Briefe von SteinbrQgge (Gießen). 

51. Ein Brief von Ulrici (Halle). 

52. Sechs Briefe von Vierordt (Tübingen) und Brief konzepte 
Fechners. 

53. Fünfzehn Briefe von Volkmann (Halle) und ein Brief- 
konzept Fechners. 

54. Sieben Briefe von Leopold Yoß (Hamburg). 

5$. Ein Brief von R. Wagner (Göttingen) an E. H. Weber. 

56. Fünf Briefe von Walter (Königsberg) und Briefkonzepte 
Fechners. 

57. Fünf Briefe von Wilhelm Weber (Göttingen). 

58. Ein Brief von Wieser, S. J. (Innsbruck). 

59. Elf Briefe von Wundt (Leipzig) und ein Briefkonzept 
Fechners. 

60. 96 Briefe an Fechner und Briefkonzepte Fechners. 
6z. 76 Briefe Siteren Datums. 

Biegraphiselies. 

I>; 62 — 73. 

62. Gratulationen zum 8oten Geburtstag (1881). 

63. Gratulationen zum Ordinariats- Jubiläum (1884). 

64. ß2 Briefe von Fechners Mutter. 

65* Sechs Briefe Fechners an seine Mutter. 

66. Lebenslauf der Frau Pastorin Fechner in Grofl-Sarchen 

(t 1775). 

67* Aufzeichnungen der Mutter Fechners. 

68. Fechners erste Lebensjahre von seinem Vater beobachtet 
(,-6). 

69. Bericht über die Reise nach Paris 1827 (i — 12); 
Notizen über die Beise (i — 11). 

70. Erinnerungen an Ilmenau (i — 6). 

71- Autobiographischer Krankheitsbericht (i — 55) und Bei- 
lage zu demselben (i — 4). 
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72. Lebensabnß (i — 30); Erg&nzung zn demselben (i — 13). 
73* Italienische Beise im Sept. und Okt. 1874 (i — 89); 
Tagebnchnotizen und Tagebuchblätter (i — 76). 

Literarisches. 

E; 74 — 79. 

74* Vortrag, gehalten in den 1830er Jahren in einer 
Versammlung sachsischer Landwirte zu Leipzig (i — 13). 
Einladung der Landwirte zu genaueren Beobachtungen über 
Witterungsanzeichen an Tieren und Pflanzen mit einer Ein- 
leitung über Witterungsbestimmung im allgemeinen. 

75* ^^^ Vornamen als Kennzeichen für den christ- 
lich-religiösen Sinn verschiedener Zeiten und Gegenden 

76. Erinnerung an Bettina von Arnim (i — 4). 
77« Gedichte (i — 45); die Bohnenpflanze und die 
aufblühende Blume (i — 9), zwei Parabeln.. 

78. Scherzrätsel; Kinderfabeln; sonstige Aufaeiehnungen 
(1 — 112). 

79. Über den Spiritismus (i — 72). 

Allgemeine Philosophie. 
F; 80—85. 

80. Kategorien (i — ^^). — Ein zusammengesetzter Be- 
griff ist ein, durch einen rein geistigen Akt aus zwei oder mehr 
im Bewußtsein festgehaltenen Begriffen erzeugter neuer Begriff. 
JDie Philosophie als die oberste aller Wissenschaften sollte die 
letzten Elemente aller Begriffe und ihre überhaupt vorkommenden 
Verbindungsformen, sowie die nächsten Verbindungen derselben 
kennen lehren, gleich wie die Chemie die letzten Elemente aller 
Körper, deren Verbindungsformen und nächste Verbindungen kennen 
lehrt" Es gibt möglicherweise verhältnismäßig wenige einfache 
Begriffe, zu deren Aufsuchung die richtige Methode jedoch noch 
nicht gefunden zu sein scheint. Hier wird der Versuch gemacht, 
die Elemente mit Bezug auf „eine gewisse Klasse von Begriffen" 
aufzufinden. 

Ein unzweifelhaft einfacher Begriff ist der Begriff „der 
reinen Negation, des reinen Nicht, der Vemeinimg schlechthin". 
Er ist mit jedem anderen Begriffe, also auch mit sich selbst zu- 
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sammessetzbar. ,^dem wir das Nicht negieren, erhalten wir 
aber die Position oder Bejahung. Die Position oder Bejahnng 
schlechthin im Denken ist also sozusagen die zweite Potenz der 
Negation oder die erste Zusammensetzungsstufe des Nicht mit 
sich selbst.'^ Negiert man die Position, so entsteht der Begriff 
des Nichts, d. i. die von der blofien Vemeiniing wohl zu unter- 
scheidende dritte Potenz der Negation. Die Negation des Nichts 
ergibt Etwas. Durch fortgesetzte Negation des jeweils gewonnenen 
Begriffs findet man so der Beihe nach: das Fehlen, das Vorhanden- 
sein, das Nicht -Vorhandene oder das Übrige, das Dieses -selbst, 
das Andere, das Dasselbe, das Verschiedene, das Gleiche, das Un- 
gleiche oder Ungleichförmige, das Gleichförmige, das Diskon- 
tinuierliche, das Kontinuierliche, die Trennung, den Zusammenhang. 
8i. Fundamentales zur 'Philosophie (i — 147). — Be- 
merkungen über Sprache und Wortbedeutung; über die, in der 
Totalität der wirklichen und vorgestellten sinnlichen Erscheinungen 
und dem Denken darüber sich darbietende Selbsterscheinung des 
Geistes und über das, durch einen mehr oder minder beharrlichen 
oder gesetzlichen Komplex von Erscheinungen charakterisierte Ding. 

82. Allgemeine Bemerkungen über die verschiedenen 
Auffassungsweisen des Verhältnisses von Leib und Seele 

(1-34). 

83. Allgemeine Frage ob Dualismus oder Monismus 

(i — 37). — Der Körper als ein nur äußerlich erscheinendes, 
mit äußeren Sinnen wahrnehmbares, bewußtloses, wägbares , im 
Baume ausgedehntes Wesen ist von der, nur sich selbst erscheinen- 
den, nicht äußerlich wahrnehmbaren, bewußten, nicht wägbaren, 
nur durch ihren Körper mit dem Baume in Beziehung tretenden 
Seele verschieden. Diese Verschiedenheit hindert aber nicht Körper 
imd Seele als „zwar verschiedene, aber sich wechselweise fordernde 
und ergänzende Seiten, Momente oder Erscheinungsweisen des- 
selben substanziellen Grundwesens^^ aufzufassen. Eine solche 
monistische Auffassung erscheint aus theoretischen (xesichts- 
punkten günstiger als die dualistische; sie wirkt nur bei mate- 
rialistischer Deutung unbeMedigend. „Sofern aber der Materie 
weder eine Priorität vor dem Geiste noch eine Superioritöt darüber 
zugeschrieben wird, wozu sich in den Tatsachen keine Veranlassung 
darbietet und bei angemessener Fassung der monistischen An- 
sicht keine Notwendigkeit vorliegt, fallen allgemeinere Bedenken 
in dieser Hinsicht weg.^ 
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84. Notizen aus yerschiedenen philosopHisclien 
Werken (i — 23) und über Herbarts Philosophie aus zeit- 
genössischen Schriften (i — 31). 

8$. Bemerkungen über Herbarts Philosophie (1—256)* 

Psychologie. 

F; 86 — 89. 

86. Kritische Bemerkungen über Herbarts Prinzip 
und Abhandlungsweise der mathematischen Psychologie 
(i — 37). Dieselbe Abhandlung in Abschrift, mit einem 
Zusätze Fechners (i — 39). — Bei aller Anerkennung des 
Bestrebens, der Psychologie „exakte Ghrundlagen für eine exakte 
Behandlung zu geben", sieht sich Fechner doch veranlaßt „wegen 
der Triftigkeit von Herbarts Grundlagen" fünf Punkte hervor- 
zuheben: I. Die Untersuchung der unzweifelhaft in der Psycho- 
logie in betracht kommenden Orößenbeziehungen setzt die Fest- 
stellung eines psychischen Maßes voraus, wofür aber bei Herbart 
„kein Prinzip, ja keine Andeutung dazu^^ vorliegt. 2. Die von 
Herbart zugrunde gelegte Analogie zwischen dem Verhalten der 
Vorstellungen einerseits und elastischer, sich zusammendrückender 
Körper andererseits wird ohne erkennbaren Qrund nur bei ein- 
zelnen Punkten festgehalten, bei anderen Punkten hingegen (z. B. 
beim Gesetze der Hemmung der Vorstellungen) nicht verwendet. 
3. Neben der von Herbart bevorzugten Analogie können andere 
Analogien (etwa mit dem Wechselspiel von Bewegungen im 
Planetensystem oder mit den Wechselwirkungen zwischen den 
Teilen einer schwingenden Saite oder mit den komplizierten Be- 
wegungen, zu denen sich die Organe des Leibes gegenseitig an- 
regen) mit demselben Rechte, aber mit ganz anderem Erfolge 
herangezogen werden. 4. Die grundlegenden Annahmen über die 
Hemmung der Vorstellungen, die sich Übrigens nicht auf die 
Analogie mit den elastischen Kugeln stützen, sind nicht hin- 
reichend begründet: die Erfahrung bestätigt es nicht, daß gleich- 
artige und disparate Vorstellungen sich nicht hemmen imd daß 
Vorstellungen, die einer und derselben Reihe angehören und dem- 
gemäß im Gegensatz zueinander stehen, nur im direkten Verhältnis 
ihres Gegensatzes und im umgekehrten Verhältnis ihrer Stärke 
sich hemmen; nicht minder willkürlich ist es, zu behaupten, daß 
die Hemmungssumme zweier Vorstellungen von der Stärke a 



254 0. F. LiFPs: 

und ft, die in vollem Qegensatze stehen und sich hemmen, ent- 
weder gleich a oder gleich b sei, und den Satz über die Hemmungs- 
summe aus der Forderung, die Hemmungssumme so klein als 
möglich zu denken, abzuleiten. 5. Schliefilich muß zugestanden 
werden, daß die Folgerungen aus den Annahmen Herbarts (schon 
wegen des Fehlens von Maßbestimmungen) „eines genauen Ver- 
gleichs mit der Erfahrung überhaupt nicht f fthig s'md.*^ — „Alles 
zusammengefaßt dürfte, wenn überhaupt an eine mathematische 
Psychologie gedacht werden soll, der von Herbart eingeschlagene 
Weg nicht als zum Ziele führend anzusehen sein, und es würde 
gelten, sich nach einem anderen Prinzip dazu umzusehen/^ 

87. Über ein neues Prinzip mathematischer Psycho- 
logie (i — 53). — Das neue Prinzip soll nicht auf allgemeine 
Erörterungen gegründet werden, „inwieweit etwa schon der Be- 
griff oder die Idee der Mathematik und Psychologie die Möglich- 
keit einer mathematischen Psychologie ein- oder ausschließe^^ 
Auch soll „nicht eine wirklich ausgeführte mathematische Psycho- 
logie, sondern nur ein Prinzip, welches die dereinstige Ent- 
wicklung einer solchen nach einem exakten Gange verspricht^ 
gegeben werden. Es wird von Fechner in folgender hypothetischen 
Form aufgestellt: „Setzen wir voraus, daß alle unsere ideellen, 
geistigen, psychischen Prozesse (was ich aus allgemeinstem Gesichts- 
punkte nicht scheide) mit leibHchen, physischen, materiellen 
wechselbedingt oder wechselbezogen sind, oder, wie man sich 
auch wohl ausdrückt, ihren Ausdruck, Träger, Sitz darin finden, 
so wird es hinreichen, die mathematische Behandlung auf das 
Physische erstrecken zu können, um das Geistige, Psychische in 
der Weise mit zu treffen, wie es überhaupt von einer mathe- 
matischen Behandlung getroffen zu werden vermag." Dieses 
Prinzip, das eine „auch sonst vielfach bestrittene Ansicht über 
die Beziehungen von Seele und Leib" einschließt, soll hier nicht 
philosophisch begründet werden („was nicht viel weniger als die 
Begründung eines Systems der Philosophie voraussetzen oder 
fordern würde, da die Frage nach der Beziehung zwischen Leib 
und Seele, Materiellem und Ideellem, wenn nicht das allgemeinste 
Problem der Philosophie ist, jedenfalls mit den allgemeinsten 
Problemen derselben zusammenhängt"); es soll nur kurz gegen 
einige „aus allgemeinen Gesichtspunkten dagegen zu erhebende 
Einwürfe" verteidigt werden. — Gegen den Hauptvorwurf, „daß 
unser Prinzip ein rein materialistisches oder doch nicht besser 
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als ein solches sei", genügt der Hinweis^ daß nicht eine einseitige 
kaxLsale Bedingtheit des Geistigen durch das Leibliche, sondern 
eine wedftelweise Bedingtheit des Geistigen und Leiblichen voraus- 
gesetzt wird, ^er Gedanke kann nicht Ursache der Bewegungen 
sein, mit denen er entsteht und vergeht, noch die Bewegungen 
Ursache des zugehörigen Gedankens, insoweit man unter Ursache 
eine vorausgehende Bedingung versteht. Und so würde auch 
ans aller Materie und aller Bewegung nie irgend etwas Psychisches 
resultieren können, sofern nicht mit der Materie und Bewegung 
schon voraus etwas Psychisches gegeben wäre/' ifi^^ geistige 
und der materielle Prozeß gehen beide miteinander, aber nicht 
einer vor dem anderen, bis zum Anfange der Welt zurück/' — 
Man kann femer einwenden, daß durch das aufgestellte Prinzip 
nicht die Bewußtseinsphänomene, um die es sich in der Psycho- 
logie doch handelt und die der Beobachtung unmittelbar zugäng- 
lich sind, ins Auge gefaßt werden, sondern eine Beigabe zu 
jenen Phänomenen, nämlich die der Beobachtung unzugänglichen 
und überdies hypothetischen Bewegungen, „die mit unseren Ge- 
danken mitgehen'^ Indessen geht auch die physikalische Unter- 
suchung der Töne und . der Farben auf Schwingungen und 
Schwingungsverhältnisse, die nicht unmittelbar wahrnehmbar sind. 
Es treten nur für die psychologische Untersuchung die unmittel- 
baren Träger der seelischen Empfindungen an Stelle der jene 
Empfindungen äußerlich verursachenden Bewegungen, welche 
die Physik betrachtet, so daß die „psychologische Naturlehre'' 
eine Ergänzung der gewöhnlichen bildet. — Überdies benützt 
auch Herbart ein „physisches Äquivalent" insofern, als er sich 
auf die Analogie der Vorstellungen mit sich zusanmiendrückenden 
elastischen Körpern stützt. — Schließlich kann hervorgehoben 
werden, daß das aufgestellte Prinzip nur die „zerstreut imd zer- 
stückelt ohnehin sich allenthalben geltend machende Weise, ja 
aufdringende Neigung, geistige Verhältnisse höherer Art durch 
Bilder zu bezeichnen und zu erläutern, welche sich auf äußerlich 
oder sinnlich Wahrnehmbares beziehen oder von solchem entlehnt 
sind", zur konsequenten Durchführung bringt. 

88. Psychologie (i — 53). — i. Objekt und Aufgabe 
der Psychologie. Psychologie ist die Lehre von der Seele. 
Das Dasein der Seele im weiteren und eigentlichen Sinne besteht 
in Bewußtseinserscheinungen, verknüpft durch eine Ein- 
heit des Bewußtseins, wobei die Frage nach der selbständigen 
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Existenz der Bewußtseinserscheinungen unerledigt bleibt nnd Be- 
ziehungen zur Eörperwelt, die in das üntersuchungsgebiet der 
Psychophysik fallen, nicht geleugnet werden. Zunächst^ann nur 
der Einblick in die eigene Seele erläutern, was Bewußtsein und 
Bewußtseinseinheit ist. Es ist aber die Existenz einer Seele 
überall anzuerkennen, wo die Merkmale des Bewußtseins und der 
Bewußtseinseinheit auf Orund von Analogieschlüssen anzunehmen 
sind. Wenn hiemach jede denkbare Seelenart zum Objekte der 
Psychologie werden kann, so kommen doch für die wissenschaft- 
liche Betrachtung nur die menschlichen und etwa noch die 
tierischen Seelen in Betracht. 

2. Allgemeine unterschiede und Verhältnisse der 
Psychologie. Es kann eine allgemeine (auf alle Seelenarten 
gehende oder die allgemeinen Bestimmungen der Seele treffende) 
und eine spezielle (nur auf eine bestimmte Seelenart gehende 
und besondere Bestimmungen treffende) Psychologie unterschieden 
werden. Nach der Art und Weise der Behandlung ist eine em- 
pirische, rationale und mathematische Psychologie zu unterscheiden. 
Die empirische Psychologie stützt sich auf die unmittelbare Er- 
fahrung von der eigenen Seele, auf die Kombination von Er- 
fahrungen und auf den Erfahrungsschluß der Induktion und 
Analogie. Über das, was sich „durch Beobachtung, Experiment 
und darauf gegründete Erfahrungsschlüsse finden läßt, vermag 
sie nicht hinauszugehen^'. Die rationale Psychologie „sucht den 
Grund dessen, was die Erfahrung bietet, in weiter rückliegenden 
Oründen^^; sie entbehrt in ihrer Abhängigkeit von philosophischen 
und theologischen Systemen einer festen Grundlage. Eine mathe- 
matische Psychologie ist von Herbart, jedoch nicht auf einwurfs- 
fireier Grundlage, angebahnt und bis zu gewissen Grenzen aus- 
gefuhrfc worden. Durch die Bezugnahme auf höchste Fragen 
(Grundbeziehung der Seele zum Körper; Ausdehnung des Seelen- 
reiches; Beziehung der menschlichen Seele zum göttlichen Geiste; 
Freiheit und Unsterblichkeit) berührt sich die allgemeine Psycho- 
logie mit Metaphysik, Naturphilosophie und Religion. Sie gewinnt 
eine praktische Bedeutung, indem nicht nur die Begeln des 
Denkens, sondern auch der Moral und der Staatsgesetze, die 
Kunst der Erziehung und die Ästhetik auf ihr beruhen. 

3. Begriffliche Erörterungen Die Begriffe der Seele 
und des Geistes, im weiteren Sinne genommen, fallen zusammen; 
im engeren Sinne bezeichnet für die Auffassungsweise des gewöhn- 
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liehen Lebens die Seele die ^rezeptive, empfindende, ftihlende'', 
der Geist die „tatige, schöpferische, denkende, wollende Seite der 
Seele im weiteren Sinne'^ In Philosophie und Theologie wird 
„unter Greist häufiger die höhere, selbstbewußte, unter Seele mehr 
die niedrigere, sinnliche Seite der Seele" verstanden. „Im un- 
eigentlichen Sinne" setzt man auch Seele gleich Lebenskraft oder 
gleich dem einheitlichen Prinzip eines Dings und Geist gleich 
der „Gesamtheit der aus einem Ganzen mit dem höheren Denk- 
Termögen abstrahierten Allgemeinheiten" (z. B. Gresetze und 
Kräfte der Natur = Geist der Natur). „Im folgenden werden 
Geist und Seele im allgemeinen als gleichbedeutend im weiteren 
eigentlichen Sinne gebraucht werden und die Unterschiede, für 
die man Geist und Seele im engeren Sinne braucht, durch andere 
Ausdrücke gedeckt werden." Desgleichen wird hier der weitere 
Begriff des Bewußtseins „als ein gemeinsames Abstraktum aus 
Empfinden, Fühlen, Denken, Wollen" festgehalten imd „für den 
Begriff des Bewußtseins im engeren Sinne der Ausdruck Selbst- 
bewußtsein, höheres Bewußtsein gebraucht werden". „Bewußt- 
losigkeit" bezeichnet den Mangel an Bewußtseinserscheinungen 
(im Scheintod und in toten Körpern). Der Begriff des „ünbewußt- 
seins" imifaßt außerdem den Zustand mangelnden Bewußtseins, 
„welcher die Bedingungen des Übergangs in Bewußtsein ein- 
schließt", sowie das „ununterschiedene Aufgehen in allgemeinere 
Bewußtseinsphänomene" oder auch „den niederen Bewußtseins- 
zustand gegenüber dem, welcher Bewußtsein im engeren Sinne 
heißt". 

4. Kategorien. „Die Seele kann nach den allgemeinen 
Kategorien des Existierenden betrachtet werden als eine quanti- 
tative, als eine qualitative und als eine durch innere und äußere 
Relationen bestimmte, so jedoch, daß diese Kategorien sich nicht 
koordinieren, sondern wechselseitig aufeinander anwendbar sind, 
indem die Kategorie der Quantität doch nur auf das qualitativ 
und nach seinen Belationen Bestimmte wie umgekehrt anwend- 
bar ist." 

5. Verhältnis von Zahl, Baum und Zeit zur Seele. 
JDas äußere Verhältnis der Zahl zur Seele besteht darin, daß 
die Seelen zählbar wie andere Gegenstände sind; das innere 
darin, daß in jeder Seele selbst zählbare Bestimmungen vor- 
kommen." „Das äußere Verhältnis des Raumes zur Seele besteht 
darin, daß die Tätigkeiten der Seele, unmittelbar an gewisse 
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Tätigkeiten eines rttumlich lokalisierten Körpers gebunden sind, 
wodurch sie selbst im Baume lokalisiert ist. Das innere Ver- 
hältnis des Baumes zur Seele besteht darin, daß die räumliche 
Anscbauungsform zu ihren Anschanungsformen gehört. Es ist 
aber die räumliche Anschaunngsform jeder Seele als ein inneres 
subjektives Moment derselben nicht mit dem äußeren objektiven 
Baume zu verwechseln, in welchem ihr Körper seinen Ort hat, 
welcher objektive Baum zwar auch dem Menschen nur durch 
seine subjektive Anschauung davon zur Erkenntnis, kommt, aber 
nicht durch die subjektive Anschauung irgend eines einzelnen 
als gegeben, bestimmt, charakterisiert anzusehen ist, sondern nnr 
durch den gesetzlichen Zusammenhang der räumlichen An- 
schauungen aller Geister, unter Voraussetzung eines, allen ein- 
zelnen Greistem übergeordneten, sie einschließenden Geistes kann 
der objektive Baum als dessen Anschauungsform angesehen werden 
und die subjektive Baumanschauung der einzelnen Seele als Be- 
standteile seiner Anschauung." In entsprechender Weise besteht 
das Verhältnis der Zeit zur Seele äußerlich in der zeitiichen Ent- 
wicklung der Seele, innerlich in der zeitlichen Anschauungsform, 
die der objektiven Zeit ebenso gegenübersteht wie die räumliche 
Anschauungsform dem objektiven Baum. 

6. Innen- und Außenwelt der Seele. „Jede Seele hat 
ihr Bereich von Bewußtseinserscheinungen für sich, welches ihre 
Innenwelt ausmacht, besteht aber nicht mit diesem Bereiche allein, 
sondern ist in einem ganzen Beiche anderer Seelen mit anderen 
Bereichen oder Kreisen von Bewußtseinserscheinungen einbegriffen, 
welches ihre geistige Außenwelt bildet, und steht mit ihnen in 
Beziehung zu einer ihnen gemeinsamen körperlichen Außenwelt.^' 

7. Ausdehnung des Seelenreicfas. „Wir nehmen das 
Dasein einer anderen Seele an, wenn wir einen anderen Körper 
wahrnehmen, der dem unseren, an den wir eine Seele geknüpft 
wissen, in seiner Gestaltung, Einrichtung und seinen Äußerungen 
nach Hauptbeziehungen sehr ähnlich ist.^ Es fehlt indessen an 
sicheren Grundsätzen, um zu entscheiden, „nach welchen Be- 
ziehungen überhaupt eine Ähnlichkeit mit unserem Körper und 
dessen Äußerungen verlangt werden muß, um das Dasein einer 
Seele überhaupt zu statuieren, oder welches die wesentlichen, 
charakteristischen Zeicheh des Seelendaseins im Körperlichen sind'\ 
Demgemäß beruht es vielmehr auf einem Herkommen als auf 
entscheidenden Gründen, wenn man annimmt, „daß über Menschen 
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und Tiere und etwaige analoge Oeschöpfe auf anderen Weltkörpem 
hinaus keine Beseelung vorkomme^^ „Unstreitig wird eine klare 
nnd exakte Feststellung der Bedingungen, welche das Körperliche 
erfüllen muß, um als Unterlage oder Träger einer Seele zu 
dienen, erst von künftig zu erwartenden Fortschritten der Psycho- 
physik abhAngen.** 

8. Verhältnisse der Seele zu anderen Seelen. Sie 
werden durch die gemeinsame körperliche Außenwelt vermittelt. 

9. Hauptverhältnisse der Seele zur Körperwelt. 

10. Gesetze. 

11. Frage nach Freiheit und Notwendigkeit. 

12. Frage nach Ursprung und Zukunft der Seele. 

13. Allgemeiner Einblick in die Seele. [Die Ab- 
schnitte 9 bis 13 ohne hinreichende Ausführungen.] 

14. Einheit der Seele. Insofern die Bewnßtseins- 
erscheinungen der Seele einheitlich verknüpft sind, schreibt man 
der Seele selbst Einheit zu. Sie ist nicht mit Einfachheit der 
Seele zu verwechseln. Die Einheit kann aufgefaßt werden als 
eine Einheit des gleichzeitigen Miteinander, als eine Einheit des 
zeitlichen Nacheinander, als eine Einheit des begrifflichen Über- 
und Untereinander. 

89. Notizen über psychologische Literatur (i — 36). 

Ästhetik. 

G. 90—93; H 94 — 104. 

90 — 93. Elemente der Ästhetik unter Mitbeziehung 
auf die Ethik (i— 816). 

90. Titel, Vorwort, Inhaltsübersicht (i — 8). „Das 
vorliegende Werk stellt sich die Aufgabe, auf die einfachsten und 
allgemeinsten begrifflichen und gesetzlichen Bestimmungen des 
OeÜBdlens und Mißfallens als Fundamente der Ästhetik zurück- 
zugehen.'^ Es zerfällt in zwei Teile. Der zweite Teil (von 
welchem bloß das erste Kapitel vorliegt) „wird hauptsächlich von 
der Zusammensetzung ästhetischer Eindrücke aus einem assozia- 
tiven und direkten Faktor, den allgemeinsten Gesichtspunkten, 
welchen sich die Kunst unterordnet und den ästhetischen Gesetzen 
handeln^. Die siebzehn Kapitel des ersten Teils sind in drei 
Gruppen „Einleitendes'^ (Kap. I bis ÜI), „Grundbestimmungen 
über Lust und Unlust'^ (Kap. lY bis IX), „Ästhetische und prak- 
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tische Kategorien. Schön und Gut'^ (Kap. X his XVII) zusammen- 
gefaßt, an welche sich vier Beilagen anschließen. Das einzige 
Kapitel des zweiten Teils wird hier als Kap. XVm dem ersten 
Teile unmittelbar angeschlossen. 

Einleitendes (9 — 149)- 

I. Kap. Begriff und Aufgabe der Ästhetik. ^^Psjcho- 
logische Gesichtspunkte waren es, welche zuerst zur Aufstellung 
der Ästhetik als besonderer Wissenschaft führten, sowie die Weise 
ihrer Einordnung in den gesamten Kreis der Wissenschafben 
bestimmten, und auch jetzt noch scheint mir ihr Begriff und ihre 
Stellung zu anderen Lehren am leichtesten von dieser Seite zu 
begründen." Dabei kann man „nach Verlassen der früher üblichen 
Einteilung in äußerlich koordinierte Geistesvermögen*^ zwei Ein- 
teilungsweisen „nach der Höhe oder nach Stufen" und „nach der 
Weite oder nach Seiten des Geistes" unterscheiden. Nach der 
Höhe oder nach Stufen unterscheidet man „ein niederes, sinnliches 
und ein höheres, im engeren Sinne geistiges Gebiet", nach der 
anderen Einteilungsweise trennt man „eine Erkenntnisseite, eine 
Seite des Strebens oder Begehrens und eine Gefühlsseite, wofür 
man auch kurz theoretische, praktische und ästhetische Seite 
setzen könnte, indem man zur Erkenntnisseite oder theoretischen 
Seite die sinnliche Wahmehmimg, die Erinnerung, jede Art der 
Vorstellung überhaupt, den Begriff, das urteil, den Schluß, den 
Gedanken, die Idee; zur Seite des Begehrens oder praktischen 
Seite den sinnlichen Trieb und den höheren Willen und zur Ge- 
ffihlsseite oder ästhetischen Seite die sinnliche sowie höhere geistige 
Lust und Unlust rechnet". In der Gefühlsseite findet die Ästhetik 
ihren psychologischen Anknüpfungspunkt. 

„Alle Gebiete und Seiten des Geistes hängen in der Art 
einheitlich und sich wechselbestimmend zusammen, daß keine ohne 
die anderen bestehen und ohne Mitbezugnahme auf die anderen 
betrachtet werden kann. Die Psychologie hat die Aufgabe, sie 
in diesem Zusammenhange in Unterordnung unter die allgemeine 
Einheit des Bewußtseins in Betracht zu nehmen. Sofern sie aber 
dieser Aufgabe nach allen inneren Beziehungen des geistigen 
Lebens zu genügen hat, muß sie darauf verzichten, solche auch 
nach den Beziehungen des Geistes zueinander und zu der mate- 
riellen Außenwelt eingehend zu verfolgen, und es tritt daher das 
Bedürfnis nach anderen Lehren ein, welche von gewisser Seite 
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in der Psychologie wurzelnd und Grondbestinmiangen derselben 
in sich aufiiehmend, sie nach anderer Seite ergänzen und über 
sie hinausgreifen. Indem nun jedes besondere Gebiet, jede besondere 
Seite des Geistes zum Ausgangspunkt und Mittelpunkt der Be- 
ziehungen zwischen Innerem und Äußerem genommen werden 
kann, Ton wo aus sie zu verfolgen, in bezug worauf sie zusammen- 
zuhalten sind, gehen verschiedene ^ selbst zueinander bezugsreiche 
Lehren hervor, unter welchen die Ästhetik, wie sie auch übrigens 
des näheren gefaßt werde, jedenfalls Platz greift und wonach sie 
zwar nicht als ein Teil der Psychologie anzusehen ist, aber Ge- 
sichtspunkte und Bestimmungen der Psychologie in sich auf- 
zunehmen oder vorauszusetzen hat.^ 

Im übrigen kann die Ästhetik je nach dem psychologischen 
Angriffspunkt verschiedene Bedeutung und Stellung zu anderen 
Lehren annehmen. ,3ft^ux^rten, der erste Begründer einer 
wissenschaftlichen Ästhetik und Urheber des Namens Ästhetik 
(1750), verstand dieselbe ursprünglich als eine Lehre von der 
sinnlichen Erkenntnis oder Wahrnehmung überhaupt gegenüber 
der Lehre oder den Lehren von unseren höheren Erkenntnis- 
gebieten/^ Er hat aber ebenso wie seine Nachfolger diese Lehre 
„wesentlich auf Gegenstände und Verhältnisse des Gefallens und 
Mißfallens, der Schönheit und Kunst, aus diesem oder jenem 
Gesichtspunkte^' eingeschränkt. Es scheint nun angemessen, „die 
Ästhetik in weitester Fassung als eine Lehre vom Gefallen und 
Mißfallen am Gegenständlichen oder von den Gegenständen, inso- 
fern sie Gefallen oder Mißfallen zu erwecken vermögen, zu er- 
klären; vorbehaltlich einer Beschränkung dieser weitesten Fassung, 
die sich noch nötig machen wird, um mit der hergebrachten 
Beschränkung der Ästhetik in Einstimmung zu bleiben/' Gefallen 
nnd Mißfallen ist aber an die einfachen, nicht weiter analysier- 
baren Bestinunungen der Lust und Unlust geknüpft. ^Wir sagen 
überhaupt, daß uns etwas gefällt oder mißfällt, je nachdem es 
unserer Vorstellung oder Betrachtung dargeboten derselben einen 
InstvoUen oder unlustvollen Charakter erteilt.'' 

„Es kann sein, daß uns etwas gefällt oder mißfällt, ohne 
daß wirklich im Bewußtsein deutlich ausgesprochene Lust 
oder Unlust dabei ist; dann nämlich, wenn die Lust oder Unlust, 
nach einem kurzen Ausdruck, unter der Schwelle bleibt, d. h. 
[wenn] eine Ursache da ist, welche sie hervorzutreiben strebt, 
die aber nicht stark genug ist, sie mit positivem Werte wach 
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zu rufen, indem nach einem allgemeinen psychologischen Gesetze 
von wichtigstem Eingriffe in die Ästhetik, welches sich auf Lust 
und Unlust erstreckt, jede Ursache, welche durch ihre Qualität 
befähigt ist, eine Empfindung ins Bewußtsein zu rufen, doch erst 
einen gewissen Grad der Wirkungsstärke dazu übersteigen muß; 
bis dahin nennen wir die Empfindung eine unbewußte oder 
Empfindung unter der Schwelle. Auch das sog. Unbewußte aber 
wirkt etwas im Bewußtsein (so lange nicht das ganze Bewußt* 
sein überhaupt unter der Schwelle ist, wie im Schlafe), indem 
es, ohne für sich selbst die Schwelle zu Übersteigen und hiermit 
in seiner Eigenheit für sich spürbar zu sein, als Mitbestimmung 
des Bewußten zu dessen Erhebung über die Schwelle etwas bei- 
trägt und hiermit zum Charakter desselben etwas beiträgt, wonach 
wir vom lustvollen oder unlustvollen Charakter einer Vorstellung 
sprechen, sei es, daß die Lust oder Unlust dabei über oder unter 
der Schwelle ist^ 

Die Ästhetik tritt in oberste Abhängigkeit von der Gefühls- 
seite, nämlich der Fähigkeil des Geistes durch Lust und Unlust 
bestimmt zu werden, yielmehr als von der Erkenntnisseite. Bei 
den Darstellungen der Ästhetik, welche yon Baumgarten, Kant, 
Schelling, Hegel ausgegangen sind, wird das Gefallen und Miß- 
fallen, die Lust und Unlust nur als beiläufiges Zeichen oder 
Nebenprodukt, nicht als Grundmoment des Ästhetischen angesehen. 
Bei Herbart tritt das Schöne und Häßliche, das Löbliche und 
Schändliche als Aufgabe der allgemeinen Ästhetik auf; und das 
Kennzeichen des Ästhetischen wird darin gesucht, daß es objektiv 
unwillkürlich gefällt oder mißfällt. „Inzwischen, da er nicht 
auf die Abhängigkeit des Gefallens xmd Mißfallens yon Lust und 
Unlust zurückgeht, so wird er auch durch seine AufEassung der 
Ästhetik keineswegs auf eine fEbr die Ästhetik fruchtbare allgemeine 
Untersuchung der Verhältnisse und Gesetze des Gefallens und 
Mißfallens, sondern abgesehen von beiläufigen Folgerungen in 
seiner Psychologie nur zur dogmatischen Aufstellung seiner 
ethischen Musterbegriffe geführt, welche für die Ethik eine 
größere Bedeutung haben als für die Ästhetik in dem her- 
gebrachten und auch hier nach der weiterfolgenden Beschränkung 
festgehaltenem Sinne.^^ 

„Dabei ist immer festzuhalten, daß die Ästhetik eben nur 
ihren psychologischen Anknüpfungspunkt in der GefQhlsseite 
des Geistes zu finden, nicht aber in der psychologischen Be- 
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trachtung ihrer Verhältnisse aufzugehen hat, um nicht mit einem 
Teile der Psychologie selbst zusammenzufallen. Vielmehr faßt 
sie die Welt der Objekte ins Auge, wofern sie geeiignet sind, 
durch ihr Verhältnis zum Innern, ihre Einwirkung auf das Innere, 
Lust und Unlust und hierdurch Gefallen oder Mißfallen zu er- 
wecken." 

Es beschränkt sich aber die Aufgabe der Ästhetik nach 
ihrer hergebrachten Fassung noch weiter durch eine Teilung der 
Aufgabe mit der Ethik aus folgendem Gesichtspunkte. 

„Nicht bloß das Angenehme und Schöne, auch das Gute, 
Nützliche, Zv^eckmäßige kaim gefallen und das Gegenteil davon 
mißfallen; für das Angenehme und Schöne aber ist es wesent- 
lich, um seinen Begriff zu erfüllen, daß es durch einen unmittel- 
baren Lusteindruck gefällt, oder die Eigenschaften hat, die es 
dazu f&lng machen; nicht so f&r das Gute, Nützliche, Zweck- 
mäßige, was uns freilich bei rechter Überlegung seiner Natur, 
Folgen und Zusanmienhänge auch gefallen wird, aber nicht des- 
halb, sondern abgesehen davon wegen seiner, das Glück oder aus 
höheren Gesichtspunkten Heil der Welt überhaupt fördernden 
Folgen und Zusammenhänge selbst gut, nützlich, zweckmäßig 
heißt, gleichviel ob es die Eigenschaft hat, unmittelbar zu gefallen 
oder nicht. Die Ästhetik nun befaßt sich bloß mit den Gegen- 
ständen und Verhältnissen eines unmittelbaren Wohlgefallens 
und Mißfallens, also dem Schönen und Angenehmen und seinem 
Gegenteil, was nicht ausschließt, das Gute, Nützliche, Zweck- 
mäßige in die Betrachtung der Ästhetik insoweit mit aufzunehmen, 
als 66 sich mit solchen objektiven Zeichen seines Wertes darstellt, 
daß ein unmittelbarer Lusteindruck und hiermit ein unmittel- 
bares Wohlgefallen dadurch entsteht, indem hiermit das Gute, 
Nützliche zugleich schön oder angenehm wird." 

So scheidet sioh Ästhetik und Ethik im Gegensatze zu 
Herbart. — Sofern nun Lust und Unlust im niederen oder im 
höheren geistigen Gebiete zum Vorschein kommen kann, lassen 
sich auch niedere und höhere ästhetische Eindrücke unterscheiden; 
doch ohne scharfe Scheidung. Überdies gibt es Verhältnisse und 
(3esetzlichkeiten, die sich gemeinsam über das niedere und höhere 
Oe&llen erstrecken. Auch kann die niedere, selbst die sinnliche 
Lost im Zusammenhang mit Bedingungen höherer Lust sehr 
wesentlich das vom Schönen erweckte Lustgefühl verstärken. 
y^emach erscheint es zweckmäßig, den Begriff und die Aufgabe 
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einer so allgemeinen Ästhetik au&ustellen, daß die Betrachtung 
der Gegenstände und Verhältnisse des niederen und höheren Ge- 
fallens gleich sehr zu ihrem Rechte darin kommt; ihr einen all- 
gemeinen Teil zu geben, der das enthält, was fOr das ganze 
Gebiet gemeinsam maßgebend ist; hiemach aber dieselbe in einen 
niederen imd höheren Teil zu spezialisieren, för deren Unter- 
scheidung als annehmlichster Gesichtspunkt unterzulegen sein 
möchte, daß man in der niederen Ästhetik soweit in der Be- 
trachtung der Beziehimgen und Verhältnisse geht, als sie nicht 
zu hoch aussteigen und zu yerwickelt werden, kurz elementar 
genug sind, um noch einer zugleich klaren und erschöpfenden 
Analyse und Unterordnung unter bestimmte Regeln des Gefallens 
und Mißfallens fähig zu sein; in der höheren aber auf die Be- 
trachtung der in der Natur und Kunst dargebotenen Kombinationen 
eingeht, welche zwar die Unterordnung unter allgemeine ästhetische 
Prinzipien zulassen und fordern, ohne aber einer gleich erschöpfenden 
Analyse fähig zu sein, wobei immer zuzugestehen ist, daß hierin, 
wie in allen Relationen, eine strenge Abgrenzung nicht zu 
finden/^ 

Zur niederen Ästhetik würden gehören: Regeln des Taktes, 
des Rhythmus, des Versmaßes, des Reimes, die Lehre von den 
musikalischen Konsonanzen und Dissonanzen, Regeln der sog. 
Farbenharmonie, ästhetische Beurteilung der Symmetrie, der 
Wellenlinie, des goldnen Schnitts, Bevorzugung von gewissen 
Dimensions- und Abteilungsverhältnissen; angenehme und un- 
angenehme Geschmacks-, Geruchs-, Tasteindrücke. Eine solche 
niedere Ästhetik gibt es in abgesonderter Darstellung nicht; wohl 
aber kommen Einzelheiten derselben in ästhetischen Lehrbüchern 
vor. Die exakt behandelte elementare Ästhetik kann als Zweig 
der äußeren Psychophysik betrachtet werden, da es sich um 
exakte Feststellung der Gesetze und Verhältnisse der Wirkungen 
der materiellen Außenwelt auf die Seele handelt, sofern Lust 
und Unlust in Frage kommt. — Die höhere Ästhetik hat das 
Gebiet des Schönen in Natur und Kunst zum Gegenstände. 

Hier handelt es sich um die allgemeine Ästhetik. 

n. Kap. Historische und literarische Notizen. Im 
Altertum findet sich erst die Betrachtung des einzelnen, was in 
die Ästhetik gehört. „Der schaffende Künstler war zugleich der 
betrachtende. So weiß man, daß Sophokles über den Chor, Poly- 
klet über die Proportionen, Apelles über die Malerei geschrieben 
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hat. Allmählich jedoch ging die Betrachtung der Schönheit und 
Kunst von den Künstlern zu den Philosophen, als wie Sokrates, 
Piaton, Aristoteles, Plotin über. Das Wesen der Kunst setzt 
Piaton in die Nachahmung imd weist ihr eine verhältnismäßig 
niedrige Stelle an. Aristoteles fordert nicht nur Wiedergabe der 
Natur, sondern reinigende und idealisierende Wiedergabe; dem- 
gemäß stellt er die Kunst über die Natur. Den ersten Versuch, 
die Ästhetik philosophisch zu begründen, macht Baumgarten. 
Von seiner Ästhetik sind die beiden ersten Teile über Poesie und 
Beredsamkeit (1750; 1758) erschienen. Seitens der neueren Philo- 
sophie sind die Einflüsse yon Kant, Schelling, Hegel und deren 
Nachfolger (Schiller-Kant; Solger-Schelling; Weiße, Vischer, Rosen- 
kranz-Hegel) über den Kreis der philosophischen Schulen heraus- 
gedrungen, wogegen weder yon Herbarts noch Krauses noch 
Schopenhauers Auffassungen, soweit sie ihnen eigentümlich sind, 
etwas über die Schulen dieser Philosophen hinaus zu lebendiger 
Geltung gekommen ist.^' Von der philosophischen Behandlung 
abgesehen haben Winckelmann, Lessing und die beiden Schlegel 
durch ihre Kunstbetrachtungen auf die herrschende Weise der 
Kunstbetrachtung gewirkt, und Herder hat sich lebhaft an den 
Verhandlungen über Schönheit und Kunst beteiligt. Gegenwärtig 
überwiegt die in Schelling und Hegel wurzelnde Richtung. Es 
fängt aber neuerdings auch eine mehr empirische oder realistische 
(von jeher in England vorherrschende) Richtung an durch Oerstedt, 
Köstlin, Kirchmann, Zimmermann, Lotze, von Hartmann Geltung 
zu beanspruchen. 

ni. Kap. Doppelte Behandlungsweise der Ästhetik. 
Die Ästhetik von unten und von oben. Man kann die 
Ästhetik von oben herab „von irgendwie geschöpften, allgemeinen 
Ideen, Ansichten, Begriffen über die göttlichen und menschlichen, 
geistigen und materiellen Dingen ausgehend" bearbeiten oder auch 
von unten herauf, indem man von erfahrungsmäßigen Tatsachen 
und Verhältnissen aus die ästhetischen Begriffe entwickelt. Beide 
Wege sind gangbar, und jeder hat seine besonderen Vorteile. 
„Der erste, bisher vorzugsweise betretene Weg gibt von vorn- 
herein das Ziel, dem man auf dem anderen erst zustreben muß, 
den allgemeinsten Blick, die höchsten Gesichtspunkte; setzt aber, 
um zu befriedigen, ein vollendetes philosophisches und selbst 
theologisches System voraus, was wir noch nicht haben, läuft 
Ge&hr, von einseitigen Gesichtspunkten aus der Ästhetik eine 
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einseitige Bichtung oder von abstrusen Gresichtspnnkten aus eine 
abstruse Fassung zu geben und vennag nicht leicht zu einer 
klaren Orientierung über die Gründe des Gefallens und Mißfiedlens 
im einzelnen herabzusteigen; auch sind die Nachteile in allen 
bisherigen, sehr zahlreichen Darstellungen der Ästhetik, welche 
im Ausgange von Kant, Schelling, Hegel diese Bichtung bisher 
eingeschlagen haben, mehr oder weniger bemerkbar. (Kant in 
seinem begrifflichen Ausgangspunkte weicht freilich von Schelling 
und Hegel in ihrem idealen Ausgange sehr ab; doch bleibt es 
bei beiden ein Ausgang von oben in dem hier betrachteten 
Sinn.) Der andere bisher weniger bei uns eingeschlagene Weg 
gewährt oder verspricht hingegen unmittelbar eine klare Orien- 
tierung nicht nur im Felde der Begriffe, welche das Gebiet des 
Gefallens und Mißfallens beherrschen, sondern auch über die 
Gründe des Gefallens und Mißfallens im einzelnen und näheren; 
aber man gelangt auf ihm schwer zu allgemeinen Gesichtspunkten 
und Ideen; bleibt leicht in Einseitigkeiten und Einzelheiten, (je- 
Sichtspunkten von untergeordnetem Werte und untergeordneter 
Tragweite stecken/^ 

Im folgenden sollen die Elemente der Ästhetik von unten 
auf behandelt werden. 

91. Grundbestimmungen über Lust und Unlust 

(150—334). 

IV. Kap. Begriff und allgemeine Verhältnisse der 

Lust und Unlust. Die Frage, was Lust und Unlust sei, kann 
nur durch den Hinweis auf Erlebnisse der Lust und Unlust be- 
antwortet werden: ein angenehmer Geschmack und Geruch, das 
Gefühl von körperlicher Kraft und Gesundheit, die geschlechtliche 
Empfindung, der Eindruck eines schönen Kunstwerks, das Be- 
wußtsein geliebt, geachtet, geehrt zu werden, der Seelenzustand 
bei gutem Gewissen, Seelenzustände der Befriedigung, des Wohl- 
gefÜhls, des Behagens, der Heiterkeit, des Vergnügens, der Freude, 
des Entzückens, der Seligkeit, der HofEhung usw. haben bei aller 
Verschiedenheit doch etwas Gemeinsames, was man als Lust be- 
zeichnet. In ähnlicher Weise ist Unlust den gegensätzlichen Erleb- 
nissen gemeinsam. Lust und Unlust sollen als ästhetische Gefühle 
bezeichnet werden, da man nicht nur vom GefQhle der Lust und 
Unlust, sondern auch vom Taktgefühle, dem Gefühl der Wärme 
und Kälte, vom Urteilen nach dem Gefühle redet Das Fehlen 
von Lust und Unlust bedingt einen ästhetisch indifferenten 



Bkbicht übib das Fjbohnsr-Abcriv. 267 

oder gleichgültigen Zustand. Die Zustände der Lust und Un- 
lust lassen sich nach Grad, Art, Höhe und Wert unterscheiden; 
sie treten auch in gegensätzliche Beziehung, sodaß man Unlust 
als negative Lust bezeichnen darf. 

Y. Kap. Verschiedenheit der Lust und Unlust nach 
Art und Höhe derselben. Verschiedene Arten der Lust und 
Unlust sind unterscheidbar unter Hinweis auf die Erlebnisse und 
Zustande, die uns lustvoll oder unlustvoll erscheinen. Man kann 
auch auf die mit der Lust und Unlust verknüpften Triebe achten, 
wodurch man zur Untersuchung rezeptiver (bloß mit dem Triebe 
nach Erhaltung des lustvollen Zustandes verknüpfter) und aktiver 
(mit einem Triebe zur Selbsttätigkeit in Beziehung stehender) 
Lust veranlaßt wird. „Die Lust am Wohlgeruch einer Blume, 
beim Anhören einer schönen Musik ist rezeptiver Art; die Lust 
am Tanze ; an einer nützlichen Tätigkeit, am Gange zu irgend 
einem lustvollen Ziele aktiver Art.^^ Auch kann die Lust auf 
der Hebung vorausgegangener Unlust beruhen oder aber unab* 
hangig davon entstehen. — Die Höhe der Lust oder Unlust 
richtet sich nach der Höhe der geistigen Tätigkeiten, woran sie 
geknüpft ist Das ästhetische Gefähl trägt einen um so niedrigeren 
Charakter, „jemehr es auf einfacher Affektion der Sinne, ein- 
fachen Vorstellungen, Wahrnehmungen überhaupt beruht; einen 
um so höheren, je mehr es auf Auffassung von ^Beziehungen, 
Verhältnissen, Verknüpfungen beruht, oder auf der Betätigung, 
dem Leben des Geistes in solchen beruht und auf je höhere 
Stufen dieselben steigen.^^ „Die Höhe eines ästhetischen Eindrucks 
fällt mit der Höhe der darin eingehenden Lust oder Unlust zu- 
sammen.'^ „Die höchsten ästhetischen Eindrücke sind solche, in 
welchen die Beziehungen des höchstens Wesens zur Menschheit 
und zur Welt überhaupt zur Geltung kommen, da keine anderen 
Beziehungen von gleich breiter Basis zu gleicher Höhe aufsteigen/* 
Die höhere Lust darf nicht mit größerer Lust oder stärkerer 
Lust verwechselt werden. 

VL Kap. Quantitative Verhältnisse der Lust und 
Unlust. Lust und Unlust unterliegen quantitativer Bestimmtheit, 
sofern Grade und eine mehr oder minder große zeitliche Dauer 
und räumliche (auf eine Mehrzahl von Lidividuen sich erstreckende) 
Ausbreitang der Lust- und Unlustgefdhle unterschieden werden 
können. Es ist hiemach ein intensives und extensives Maß der 
Lust und Unlust möglich, worauf sich die experimentelle Ästhetik 
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gründet. (Vgl. die Abhandlnng „Zur experimentellen Ästhetik^; 
Abh. der Math. Phjs. Klasse der Kgl. Sachs. Gesellsch. d. Wissensch. 
Bd. 9. 187 1.) 

Vn. Kap. Wertbestimmung der Lust und Unlust. 
„Unter Wert einer Sache versteht man allgemein gesprochen den 
Maßstab ihrer Güte, wonach die Wertbestimmung der Lust und 
Unlust mit der Begriffsbestimmung der Güte zusammenhängt." 
Der hier angenommene Begriff der Güte stützt sich aber darauf, 
„daß das Gute mit Rücksicht auf seine Folgen und Zusammen- 
hänge förderlich für das Glück des Ganzen ist'^ So ist denn 
z. B. auch die Abschreckung beim Bemessen der Strafe wegen 
ihrer heilsamen Wirkung auf andere als Motiv der Strafe im 
Gegensatz zu neueren Strafrechttheorien festzuhalten. 

Vlli. Kap. Frage nach einer allgemeinen Grund- 
bedingung der Lust und Unlust. „Bei der großen Ver- 
schiedenheit, ja scheinbaren Imkommensurabilitftt, welche die Ur- 
sachen der Lust und Unlust von verschiedener Art und Höhe 
zeigen, kann man allerdings fragen, ob überhaupt ein Gemeinsames 
daraus zu abstrahieren, darin zu finden, was als einheitliche, 
überall mit sich identische Grundursache der Lust und Unlust 
anzusehen. Ein angenehmer Geschmack, ein reiner Ton, eine an 
sprechende Melodie, ein schlagender Witz, eine Bereicherung 
unserer Erkenntnis, eine tugendhafte Handlung, eine zweckmäßige 
Einrichtung können uns alle gefallen, und überall ist Lust der 
Kern des Gefallens; wie verschieden aber sind diese Ursachen des 
Gefallens. Ja bald kann Wechsel, bald Buhe, bald Verbleiben 
im Gewohnten, kurz das Entgegengesetzteste uns Lust machen 
und dadurch gefallen. Aber immer kehrt der Gedanke zurück, 
alle diese verschiedenen Ursachen könnten nicht etwas Gemein- 
sames zum Besultate haben, wenn sie nicht selbst etwas Gemein- 
sames hätten.^^ Die Grundursache kann nun entweder in den 
anderen Seiten des Geistes, mit welchem die Gefühlsseite zu- 
sammenhängt, oder in der körperlichen Unterlage des Geistes, 
oder schließlich unter Voraussetzung einer dualistischen oder 
monadologischen Grundansicht in dem Verhältnis von Leib und 
Seele gesucht werden. „Die Frage nach jener Grundursache hat 
sich aber bisher in keiner der drei Formen zulänglich oder sicher 
beantworten lassen.^^ Es steht zwar auf Grund der Beziehung 
der Gefühlsseite zur Seite des Begehrens und Strebens einerseits 
Lust mit dem Triebe der Erhaltung und Förderung, Unlust mit 
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dem Triebe der Beseitigung des betreffenden Seelenzustandes in 
Verbindung. „Hierin aber liegt noch keine vollständige Beant- 
wortung der Frage, weil danach noch die Frage übrig bleibt, 
welche Bestimmung der dritten Seite des Geistes, der Wahr- 
nehmungs-y Empfindungs-, Vorstellungs-, überhaupt Erkenntnisseite 
wesentlich ist, um diese Verbindung auszulösen. Was Lust gibt, 
regt überall an, es haben oder tim zu wollen, sofern nicht Kon- 
flikte mit anderer oder größerer Lust oder Unlust es verbieten-, 
aber nun fragt sich doch noch, wie muß die Wahrnehmung oder 
Vorstellung davon beschaffen sein, damit man. zugleich Lust daran 
oder dazu haben könne.^^ Auch muß die Entstehung der sinn- 
lichen und der höheren Lust zugleich erklärt werden. Die Be- 
stimmung der Lust und Unlust durch Harmonie und Disharmonie, 
Einstimmung und Widerstreit kann nicht als ausreichend gelten. 
Ebenso wenig kann Baumgartens Begriff der Yollkonunenheit, 
Kants Begriff der subjektiven Zweckmäßigkeit oder der von vielen 
gebrauchte Begriff der Freiheit geistiger Tätigkeit den Begriff 
der Lust ersetzen. 

IX. Kap. Beziehung der bewußten Antriebe zu Lust 
und Unlust. Alle Antriebe bewußten Lebens sind durch eine 
Beziehung zu Lust und Unlust der Richtung nach bestimmt, in- 
dem sie auf Beseitigung von Unlust und auf Erhalten oder Her- 
beifähren von Lust gerichtet sind. Der Mensch will durch sein 
Handeln sich so glücklich wie möglich machen. (So sagt Augustin: 
„nulla est homini causa philosophandi nisi ut beatus sit." Und 
Pascal sagt: „Alle Menschen wünschen glücklich zu sein; das 
gilt ohne Ausnisthme.^' Ebenso Lotze: „Die Triebfedern zu allem 
Handeln sind Festhalten und Wiedergewinn der Lust und Ver- 
minderung des Wehe.^') Scheidet man Motive und Zweck des 
Wollens, so kann man sagen, daß alle Motive des Wollens und 
Handelns Lust- oder Unlustmotive sind, während nicht alles 
Wollen und Handeln zukünftige Lust und Vermeidung von Un- 
lust zum Zwecke hat. 

92. Ästhetische und praktische Kategorien; Schön 

und Gut (335—570- 

X. Kap. Von den ästhetischen Kategorien im all- 
gemeinen. „Insofern Gegenstönde einen ästhetischen Eindruck 
zu machen vermögen, bezeichnet man sie je nach der Art, der 
Höhe, der Stärke und des Wesens des Eindrucks, den sie machen, 
oder der Eigenschaft, wodurch sie denselben machen, mit ver- 
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schiedenen Ausdrücken, die wir als ftsthetische Kategorien 
zusammenfassen und als positive und negative oder Kate- 
gorien im Sinne der Lust und im Sinne der Unlust unter- 
scheiden, je nachdem sie zur Bezeichnung von Gegenst&nden oder 
Verhältnissen dienen, die einen gef&lligen oder ungefälligen, lust- 
vollen oder unlustvollen Eindruck machen/' Positive ästhetische 
Kategorien sind: 1) angenehm, wohlgefWig, harmonisch, hübsch, 
schön; 2) anmutig, sauber, reinlich, ordentlich, nett, schmuck, 
fein, zierlich, niedlich, sanft, mild, fließend, reich, herrlich, 
prächtig, wundervoll, majestätisch, glorreich, würdig, edel, er- 
haben; 3) befriedigend, annehmlich, ansprechend, anziehend, ein- 
nehmend, interessant, unterhaltend, ergötzlich, erfreulich, gemütlich, 
lieblich, appetitlich, erhebend, reizend, bezaubernd. Die negativen 
sind die Gegensätze hierzu. Bei der ersten Klasse ist der posi- 
tive oder negative Charakter ohne Rücksicht auf eine besondere 
Modifikation des Gregenstandes oder Eindrucks, bei der zweiten 
Klasse eine Modifikation des Gegenstandes, bei der dritten eine 
Modifikation des Eindrucks oder des dadurch ausgelösten Strebens 
bestimmend. Manche Kategorien beziehen sich auf Bestimmungen, 
die zwischen lustvollem und unlustvollem Charakter schwanken: 
lächerlich, komisch, ironisch, humoristisch, rührend, sentimental, 
naiv, grotesk, imposant, tragisch. 

XL Kap. Von den verschiedenen Wegen, die ein- 
geschlagen worden sind, die Schönheit zu erklären. 
Der Begriff des Schönen beansprucht die Vorherrschaft unter den 
positiven ästhetischen Kategorien. Er greift über die Ästhetik 
hinaus, indem er sich den Begriffen des Guten ifnd Wahren an- 
reiht. Die Schwierigkeit, den Begriff des Schönen zu bestimmen, 
hat manche (z. B. Winckelmann) veranlaßt, auf eine Begriffs- 
bestimmung zu verzichten. Die philosophischen Ästhetiker hin- 
gegen werden nicht müde, immer neue Erklärungen oder die 
alten in immer neuen Wendungen und Formeln anzubieten. 
„Die Erklärungen des Schönen sind i) solche, welche den Be- 
griff des Schönen fundamental von der subjektiven Erzeugungs- 
weise des Schönen, gemeinhin der Erzeugungsweise durch gött- 
liche und in ihrem Sinne eintretende menschliche Phantasie ab- 
hängig machen, womit dann auch wieder eine Rückwirkung des 
Schönen auf die Phantasie in Beziehung steht, kurz die das 
Schöne wesentlich als eine Sache der Phantasie erklären; 2) solche, 
welche ihn von einer gewissen objektiven Beschaffenheit, der Er- 
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ftülimg irgend welcher an das Schöne ohjektiy zu stellenden 
Forderong abhängig machen, kurz, welche im Begriff des Schönen 
das objektive Wesen des Schönen zu bestimmen suchen, als wie: 
daß das Schöne die sinnliche Erscheinung oder scheinbare Er- 
füllung, die äußere Darstellung oder Verwirklichung der Idee, 
insbesondere absoluter oder göttlicher Idee, die vollkommene In- 
einsbildung des 'Idealen und Bealen ohne Übergewicht des einen 
oder anderen Momentes, die Vollkommenheit der sinnlichen Er- 
scheinung oder sinnliche Erscheinung der Vollkommenheit sei, daß 
sie auf Einheit in der Vielheit, auf subjektiver Zweckmäßigkeit 
ohne objektiven Zweck beruhe usw.; 3) solche, welche den Be- 
griff des Schönen von der Leistung abhängig machen, die das 
Schöne als Objekt auf das Subjekt zu äußern hat und welche 
nach allgemeinstem Zugeständnis auf eine Leistung in Lust, ins- 
besondere höherer Lust hinausläuft/^ Nun ist unmittelbar faßlich 
und allgemein anerkannt, daß das Schöne zu gefaUen, also eine 
Leistung in Lust zu gewähren hat. Also wird eine triftige und 
klare Ausgangserklärung des Schönen nur in Beziehung auf die 
Leistung in Lust zu geben sein. 

Xn. Kap. Der Begriff des Schönen in dem von uns 
vertretenen Sinne. ,Jm weitesten Sinne des gemeinen Sprach- 
gebrauchs nennt man überhaupt alles schön, was unmittelbar 
durch sein Dasein oder die Vorstellung seines Daseins ein Lust- 
gefühl erweckt und vermöge dessen gefällt; sei das Lustgefühl 
ein niederes oder höheres; sei der Gegenstand, der es erweckt, 
ein sinnlicher oder abstrakter, ins gegenständliche körperliche, 
oder ins innere geistige Gebiet fallender.^^ Mit Bücksicht auf 
den von der Ästhetik einzuhaltenden Sprachgebrauch kommen 
beschränkende Bedingungen fOr das Schöne hinzu: „die eine, wo- 
durch es sich vom Abstrakten und überhaupt nur ins innere Ge- 
biet des Geistes Fallenden, was gefällt; die andere, wodurch es 
sich vom bloß Sinnlichen und überhaupt Niederen, was gefällt; 
die dritte, wodurch es sich als wahres oder achtes Schöne von 
dem unechten Schönen, was ohne das Recht zu gefallen gefällt, 
onterscheideVS 

XTTT. Kap. Vorbemerkung zur Betrachtung der prak- 
tischen Kategorien. Die praktischen Kategorien, an deren Spitze 
der Begriff Gut steht, verhalten sich zur Ethik wie die ästhetischen 
Kategorien ziu: Ästhetik. Darum bedingt sich die Behandlung der 
Ethik und die Auffassung des Begriffs Gut und der praktiscben 
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Kategorien wechselweise. „Das ethische System nun^ in dessen 
Sinne der Begriff Gut and die praktischen Kategorien überhaupt hier 
aufgefaßt und erörtert werden, ist ein eudämonistisches. Es gibt 
aber zwei Arten des Eudämonismus, einen subjektiven, bei welchem 
das Absehen oder Trachten auf das eigene Wohl des Individuums 
gerichtet ist, und einen objektiven, bei welchem das Absehen 
auf das Wohl des Ganzen, dem sich das Individuum ein- und 
unterordnet, gerichtet ist. Nur um letzteren Eudämonismus wird 
es sich hier handeln/* Wenn das eudämonistische Prinzip als 
Grundprinzip der Ethik überhaupt so vielfach angefochten wird, 
so hängt dies teils daran, daß man den objektiven Eudämonis- 
mus vom subjektiven nicht recht zu unterscheiden weiß, teils den 
Begriff der Lust, welcher den Kembegriff des Wohls, des Glücks, 
der Glückseligkeit bildet, nicht allgemeii^ und hoch genug zu 
nehmen weiß, daher für kein würdiges Ziel allgemeinen Trachtens 
ansieht/* 

XIV. Kap. Von den praktischen Kategorien. „Posi- 
tive praktische Kategorien sind: nützlich, vorteilhaft, zweckmäßig, 
wertvoll, heilsam, gedeihlich, segensreich; gut.** Die gegenteiligen 
Bestimmungen bilden negative praktische Kategorien. Sie beziehen 
sich auf Bedingungen oder Schädigungsmittel des Wohles einzelner 
Menschen und Menschenklassen oder der Menschheit überhaupt, 
und stellen in positivem Sinne Beziehungen dar sowohl für das 
„was im ganzen mit Bücksicht auf die Folgen Wohlbefinden oder 
Lust mehrt, Unlust mindert, als was unmittelbar Lust erweckt 
oder mehrt.** 

XY.Kap. Begriffsbestimmung des Guten insbesondere. 
Gut wird im allgemeinen Sinne das genannt, was mit Bücksicht 
auf seine Folgen zum Wohl und zur Glückseligkeit beiträgt und 
so den Lustzustand sichert und mehrt oder den Ünlustzustand 
verhütet und tilgt. Im engeren Sinne aber wird nur das sittlich, 
religiös und göttlich Gute als gut bezeichnet. 

XVI. Kap. Sachliche Beziehungen zwischen den 
ästhetischen und praktischen Kategorien. Die durch 
Schön und Gut repräsentierten ästhetischen und praktischen 
Kategorien stehen insofern in Beziehung zueinander, als das Nütz- 
liche und Gute sich, um seinen Begriff zu erfüllen, entweder in 
Angenehmes und Schönes umsetzen oder den Eintritt des Gegen- 
teils verhüten muß. „Das Nützliche und Gute ist wie der frucht- 
bare Baum, das Schöne und Angenehme wie die vergänglichen 
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Blüten und Früchte daran. Der Baum ist allgemein gesprochen 
wertvoller als alles einzelne, was er trägt, obschon er nur durch 
das, was er trägt, seinen Beiz und Wert gewinnt/' 

XVil. Kap. Vom Geschmack. Mau spricht Yon yer- 
schiedenem Geschmack, je nachdem dem einen dies, dem anderen 
jenes gefällt oder mißfällt. Man spricht aber von richtigem 
oder gutem Geschmack, sofern das gefällt oder mißfällt, was 
gefallen oder mißfallen soll. Dabei ist wesentlich, daß der Ge- 
schmack in einem unmittelbaren Gefallen oder Mißfallen besteht, 
das durch Assoziationen mit dem ästhetisch wirkenden Gegen- 
stande bedingt ist. 

93. XVLLL. Kap. (einziger Bestandteil des zweiten Teiles). 
Zusammensetzung und Analyse ästhetischer Eindrücke 
im allgemeinen (572 — 588). Yon einer Zusammensetzung 
und Analyse ästhetischer Eindrücke kann man zunächst insofern 
reden, als man bei einem zeitlich oder räumlich ausgedehnten 
Gegenstande als wie einem Musikstücke, einem Gemälde in Betracht 
zieht, welchen Beitrag jeder Teil f&r sich zum Eindruck des 
Ganzen gibt, und welcher Beitrag aus dem Zusammenwirken der 
Teile herrorgeht. Man kann sodann außer den Beziehungen 
zwischen den Teilen eines Gegenstandes selbst auch die Beziehungen 
der zeitlichen und räumlichen Nachbarschaft beachten und hiemach 
den von der Nachbarschaft unabhängigen und den von der Nach- 
barschaft mitbestimmten Eindruck unterscheiden. Die Gegen- 
stände haben femer Beziehungen „zu einer nicht unmittelbar bei 
der Betrachtung gegenwärtigen Welt und Zeit, welche den Ein- 
druck durch eine eigentümliche Vermittlung mitbestimmen^^ 

93. Beilagen zum ersten Teile (589 — 816). 

A. Notizen über die Auffassung der Ästhetik seitens 
Kant, Herbart, Schelling, Hegel, Krause, Schopenhauer 
und Lotze. 

B. Allgemeine Betrachtungen über Zweck und Wert. 
Zweck und Wert sind nicht ohne Bezugnahme zur Lust genügend 
zu erklären. 

C. Grundprinzipien der Ethik. Das oberste Prinzip der 
Ethik ist dieses, „daß nur die Größe der Lust, welche zugleich 
von ihrer Intensität, Dauer und Ausbreitung durch die Welt ab- 
hängt, als maßgebend für das Anzustrebende oder Gewollte an- 
zusehen sei, die Art und Höhe der Lust aber nur insofern als 
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maBgebend zuzuziehen sei, als sie zugleich maßgebend für die 
Größe ißt". 

D. Spezielle kritische Bemerkungen über die ver- 
schiedenen Wege der Schönheitserklärung. 

94 — lOi. Kleinere Abhandlungen zur Ästhetik. 

94. Einladung zum Eintritt in die Ästhetik (i — 14). 
Gründe, die eine Beschäftigung mit der Ästhetik yeranlassen 
können, sind: i. der denkende Mensch wünscht die Gründe des 
Gefallens und Mißfallens zu kennen; 2, die Kategorien, denen 
sich das Gefallen und Mißfallen unterordnet, bedürfen einer be- 
stimmten Festsetzung und Klärung; 3. Gründe für die Güte 
des Greschmacks sind unerläßlich, um eine Entscheidung bei 
differierenden Greschmacksurteilen zu ermöglichen; 4. die Ästhetik 
bildet einen wesentlichen Teil der Philosophie, so daß aus philo- 
sophischen Gesichtspunkten eine Beschäftigung mit der Ästhetik 
geboten ist; 5. die verstandesmäßige Ergründung der ästhetischen 
Wirkung eines Kunstwerkes bietet neue Anregungen für den 
ästhetischen Genuß. 

95* Vergleichende Betrachtungen über die künst- 
lerische Auffassung und Darstellung Gottes im 
Schöpfungswerke von Baphael in den Logen des Vati- 
kans und von Michelangelo in der Sixtinischen Kapelle 

('-25). 

96. Allgemeine Betrachtungen über den ästhe- 
tischen Wert der Symmetrie (i — 122). 

97- Betrachtung spezieller Anwendungen der Symme- 
trie und Pyramidalität in der bildenden Kunst (i — 121). 
An verschiedene Kunstwerke unmittelbar sich anschließende Be- 
trachtungen. 

98. Analyse der menschlichen Schönheit (i — 57). 
Neben direkten und instinktiven Bedingungen muß wesentlich 
das Assoziationsprinzip zur Erklärung des Gefallens an der 
Menschengestalt herangezogen werden. 

99. Ästhetisches bezüglich der Maße de3 mensch- 
lichen Körpers (i — 35). 

100. Zur Ästhetik der Träger (1—29). Es handelt 
sich um Gesichtspunkte des Geschmacks in Anwendung auf Per- 
sonen, Gregenstände, oder Teüe von Gegenständen, die etwas zu 
tragen haben. „Sehr häufig, insbesondere im Gebiete der Archi- 
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tektur und Tektonik kommt es vor, daß ein Teil, der wesentlich 
bestimmt ist als Träger oder Stütze eines anderen, eines Haupt- 
teils zu dienen, zugleicli dem Ganzen zur Zierde oder Charakte- 
ristik dienen soll, wobei sich manche Geschmacksrücksichten 
geltend machen können, die wir an Beispielen ihrer Verletzung 
erläutern wollen/^ 

101. Prinzipien der Verzierung (i — 76). i. Vor- 
bemerkungen. 2. Maßprinzipien der Verzierung. Die Verzierung 
muß im Einklang mit der Idee des Gegenstandes, an dem sie 
angebracht ist, stehen; sie muß Maß halten. 3. Artprinzipien 
der Verzierung. Eannelüren, Randstreifen und andere einfache 
Verzierungen. Verzierungen aus organischen Formen. 

102. Notizen über Stil und Manier (i — 49); über 
wohlgefällige Verhältnisse (i — 41); über das Prinzip 
der einfachen rationalen Verhältnisse (i — 59); über 
Schwingungsverhältnisse musikalischer Töne und den 
goldenen Schnitt (i — 6); über das Prinzip des goldenen 
Schnitts nach Zeising (i — 34). 

103. Notizen über Naturschönheit und Eindrücke 
von Landschaften (i — 30), über den ästhetischen Charakter 
der Vokale (i — 6). Bemerkungen über Bedingungen der 
Lust und Unlust (i — 26), über die Wellenlinie (i — 58). 
Zur Platzfrage des Siegesdenkmals zu Leipzig (i — 15). 

104. Einzelne Kapitel zur Echtheitsfrage der Hol- 
beinschen Madonna (i — 200). 

Naturphilosophie. 

I; 105 — iii. K; 112 — 116. L; 117 — 120. M; 121 — 125. 

N; 126 — 130. 

105. Einleitung in die Naturphilosophie (i — 257). 

L Allgemeine Vorbegriffe. „Eine Einleitung in die 
Naturphilosophie hat die Stellimg, welche dieselbe im Gebiete 
der Wissenschaften überhaupt einnimmt, die Prinzipien ihrer Ent- 
wicklung, die allgemeinsten Aufgaben und Gesichtspunkte, welche 
flieh in derselben darbieten, darzulegen und in letzterer Hinsicht 
zwar eine vorläufige Kenntnis ihres Inhaltes zu erwecken, ohne 
jedoch eine Erledigung der Aufgaben und weitere Ausführung 
der Gesichtspunkte derselben bezwecken zu können.^ Li erster 
Linie ist der Begriff der Naturphilosophie festzustellen, der 
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„natürlicher Weise aus dem Begriffe der Philosophie, der sich die 
Naturphilosophie formalerseits unterordnet, und dem Begriffe der 
Natur, auf die sie sich materialerseits bezieht^^ folgt Dabei ist 
die Vieldeutigkeit des Begriffes der Natur zu beachten. Man 
kann nämlich unter Natur i. die wesentlichen Eigenschaften eines 
Dings, 2. im Gegensatze zum Geiste „die materielle, sinnliche, 
objektive äußere Erfahrungswelt, die uns alle umgibt^, verstehen. 
In beiden Fällen bezeichnet Natur „den Grund des Entstehens^^, 
was mit dem Ursprung des Wortes (aus nasci) übereinstimmt. 
,J)er Inbegriff der wesentlichen Eigenschaften eines Dinges ist 
das, woraus man alle Wirkungen und Erscheinungen desselben 
hervorgehend denkt, und Natur im zweiten Sinne ist das, woraus 
nicht nur Menschen, Tiere, Pflanzen, sondern alle sinnlichen Er- 
scheinungen überiiaupt hervorgehen/^ Im Gegensatz hierzu ist 
der Geist das Selbsttätige, worauf der Zusammenhang von genius, 
ingenium mit gignere deutet. Damit steht in Einklang, daß man 
auch im Gegensatze zur „Kunst, Eönvenienz, Kultur, kurz allem, 
was mit bewußter Absicht hervorgebracht worden ist", von Natur 
redet. — Für die Naturphilosophie kommt der an. zweiter Stelle 
bezeichnete Begriff der Natur in Betracht. Indem so Natur und 
Geist einander gegenüber treten, bleibt es zunächst zweifelhaft, 
ob das Gegenüber ein äußeres oder inneres sei Hierbei ist nipht 
außer Acht zu lassen, daß die Natur nicht auf das, was wir 
unmittelbar durch die Sinne wahrnehmen, beschränkt ist, sondern 
über das subjektive Sehen und Tasten hinausgeht Nimmt man 
nun an, daß „der Gesamtheit der Naturerscheinungen ein dunkles, 
an sich unerkennbares Grundwesen, ein Wesen an sich, zugrunde 
Hege, was nur einen Eindruck in unseren Geist mache", so liegt 
ein äußeres Gegenüber vor. Nimmt man dagegen an, daß die 
in unserem Geiste auftretenden Naturerscheinungen mit unserem 
Geiste in einen größeren, den allgemeinen göttlichen Greist auf- 
genommen seien, aus dem die Naturerscheinungen insgesamt 
fließen, so handelt es sich um ein inneres Gegenüber. ),Mag nun 
ein dunkles Ding hinter den Naturerscheinungen sein, oder mögen 
die Naturerscheinungen in ihrer Totalität die Natur selbst sein; 
gewiß bleibt, daß uns die Natur bloß durch ihre Erscheinung 
gegeben ist/^ Daß aber diese Erscheinungswelt eine Natur- 
philosophie veranlaßt, ist durch die Bedürfnisse des denkenden 
Menschen bedingt. Und diese Bedür&iisse haben in sehr ver- 
schiedenartiger Weise ihre Befriedigung gefunden. „Bei den ver- 
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schiedenen Gestaltungen der Naturphilosophie kommt materialer- 
seits inshesondere die Verschiedenheit der teils koordinierten, teils 
ineinander übergreifenden materialistischen, spiritualistischen, rea- 
listischen, dualistischen^ Identitäts- und monadologischen Ansichten, 
formalerseits der unterschied in Bücksicht, ob die allgemeinsten, 
höchsten, letzten Gesichtspunkte vielmehr a priori oder durch 
Induktion und Analogie auf Grund der Erfahrung festzustellen sind. 

n. Aufgabe der Naturphilosophie. „Als Philosophie 
hat die Naturphilosophie nicht bloß eine Beschreibung der ein- 
zelnen Naturgegenstönde iind Naturerscheinungen zur Aufgabe, 
ein Sammeln und Vorfahren dessen, was sich den Sinnen auf 
dem Gebiete der materiellen Existenz darbietet, das wir unter 
Natur verstehen, sondern vielmehr eine Betrachtung des gesamten 
Naturgebietes nach allgemeinsten Beziehungen, aus allgemeinsten, 
höchsten und letzten Gesichtspunkten, welche Gesichtspunkte teils 
begrifflicher, teils faktischer Natur sind, teils die über die Natur 
übergreifenden Beziehungen derselben zum Geiste, teils innere 
Beziehungen der Natur betreffen.'^ Hauptgegenstfinde der Natur- 
philosophie sind hiemach „der Begtiff der Natur und sein Ver- 
hältnis zum Begriff des Geistes, die allgemeinsten faktischen 
Beziehungen des Geistes imd hiermit Gottes zur Natur, die all- 
gemeinsten Begriffsbestimmungen, Verhftltnisse, Gesetze und Kräfte 
der Natur selbst'^ 

in. Die Stellung der Naturphilosophie im philo- 
sophischen System. Das Geistige und Körperliche werden bei 
jedweder Ansicht über das letzte Wesen der Dinge unterschieden. 
Sonach gibt es eine Geistes- und eine Naturphilosophie, die in 
den verschiedenartigsten Verhältnissen zueinander stehen können. 

IV. Die Stellung der Naturphilosophie zur Theologie 
und den Naturwissenschaften. Insofern die Naturphilosophie 
aUe allgemeinsten Verhältnisse und Beziehungen der Natur in 
Betracht zu nehmen hat, wird sie auch notwendig auf die 
wichtige Frage geführt, ob mit der Natur im allgemeinen und 
ganzen, sei es in demselben oder auch einem anderen Sinne ein 
Geist oder eine Seele in Beziehung stehe, als dies tatsächlich 
von vielen einzelnen KKrpem innerhalb der Natur, unserem eignen 
oder dem tierischen Körper insbesondere gilt; hiermit auf die 
Frage nach dem Dasein und der Daseinsweise eines allgemeinen 
oder göttlichen Geistes in bezug zur Natur. Hierdurch tritt die 
Naturphilosophie in Beziehung zur Theologie. Indem sie aber 
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aach mit den inneren Verhältnissen der Natur als einer Welt 
des Körperlichen sich zu beschäftigen hat, gewinnt sie von einer 
anderen Seite Beziehung zu den Naturwissenschaften/^ 

Y. Formalprinzipien der Naturphilosophie. Die Natur- 
philosophie ist im Gegensatz zu den sicher und stetig sich ent- 
wickelnden Naturwissenschaften zu keinen sicheren Ergebnissen 
gelangt. ,Jnsbesondere sind den neuen Gestaltungen, welche die 
Naturphilosophie durch Schelling, Hegel und die von ihnen aus- 
gegangenen, wenn auch über sie hinausgegangenen Philosophen ge- 
wonnen haben, nach formaler Hinsicht folgende Punkte vorzuwerfen.^ 

I. Der psychisch -theologische Teil der Naturphilosophie, 
welcher von den Beziehungen der Natur zu Gott handelt, und 
der physische oder naturwissenschaftliche Teil derselben, welcher 
die inneren Beziehungen der Natur als einer Welt körperlicher 
Dinge behandelt, werden in kein klares Verhältnis gestellt. 2. Die 
Unterordnung der Dinge und Verhältnisse unter unbestimmte 
AUgemeinbegriffe (wie Idealität, Stabilität, Individualität, Polari- 
tät, Punktualität, Potenz usw.) macht die Darstellung abstrus 
und unverständlich. 3. Übeif den begrifflichen Beziehungen und 
Ableitungen der Dinge werden die naturgesetzlichen vernachlässigt. 
4. Nicht minder werden über den qualitativen Beziehungen der 
Dinge die quantitativen vernachlässigt. 5. „Das an sich unklare 
und der willkürlichen Auslegung und Verwendung Raum gebende 
Prinzip der Schellingschen Philosophie, daß jedes Ding und Wesen 
seinem letzten Grunde nach dasselbe wie das andere, nämlich 
eine Selbstevolution des Absoluten nur auf anderer Stufe oder 
mit einem anderen Verhältnis der Idealität und Realität sei, so- 
yrie das entsprechenden Mängeln unterliegende Prinzip der Hegel- 
schen Philosophie, daß jedes Konkrete denselben Begriff nur auf 
einer anderen Stufe dialektischer Entwicklung darstelle, hat zu 
einem wegen der Leichtigkeit der Handhabung und Verfolgung 
verführerischen, aber gänzlich leeren und aller bindenden £[rafl 
ermangelnden, daher bei jedem anders sich gestaltenden Formalis- 
mus Anlaß gegeben.^^ 

Der Grund dieser Mängel liegt, allgemein gesagt, darin, daß 
von Seiten der Philosophen aprioristischl Prinzipien zugrunde 
gelegt werden, während die Naturwissenschaften sich an die Er- 
fahrung halten. Dabei wird es als iqirioristisch bezeichnet, wenn 
man „aus dem Begriff einer Sache die wesentlichen Bestimmungen 
und Verhältnisse der Sache*^ ableitet. Es fehlt aber an einem 
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hinreichendeii Begriffe der Natur und an einer sicheren Methode, 
Folgerungen aus diesem Begriffe abzuleiten. „Als das Triftigste 
erscheint uns hiemach, in der Gestaltung einer Naturphilosophie 
den Gedanken und Blick auf die Gewinnung allgemeinster, höchster 
und letzter Gesichtspunkte fortgehend zu richten, um hierdurch 
dem Begriffe der Piiilosophie zu genügen, was seitens der Natur- 
forscher im allgemeinen nicht geschieht; diese Gesichtspunkte 
aber durch möglichst allgemeine Bearbeitung des erfahrungs- 
mäßigen Gebietes mit ausgedehnter Benutzung des logischen und 
Erüahrungsschlusses zu gewinnen, was seitens der Philosophen 
insgemein nicht geschieht; dabei sieh vor vorschnellen Verall- 
gemeinerungen und bloß rohen Analogien zu hüten und dem Grade 
der Unsicherheit, der nach den zu Gebote stehenden Schlußunter- 
lagen und Schlußmitteln noch übrig bleibt, Bechnung zu tragen/' 

YL Einteilung der Naturphilosophie und Verhältnis 
ihrer Hauptteile. Die Naturphilosophie zerfällt in drei Haupt- 
teile: den logisch-metaphysischen, den theologisch-psychologischen, 
den naturwissenschaftlichen oder physischen Teil. ,^er logisch- 
metaphysische Teü hat sich mit Begriff und Wesen der Natur 
und deren Verhältnis zum Begriff und Wesen des Geistes zu be- 
schäftigen. Der theologisch-psychologische Teil hat sich mit den 
faktischen Beziehungen des Geistes zur Natur, der Frage nach 
dem Dasein und Walten eines Geistes in der Natur, der Frage 
nach der Ausdehnung des Seelenreiches durch die Natur und den 
allgemeinsten Verhältnissen und Gesetzen der Beziehung zwischen 
Leib und Seele zu beschäftigen. Der naturwissenschaftliche oder 
physische hat die allgemeinsten, faktischen Verhältnisse und Ge- 
setze der Natur in Betracht zu ziehen.'^ 

Es ergeben sich demnach folgende [einer eingehenden Aus- 
führung entbehrende] Abschnitte: 

VII. Logisch-metaphysischer Teil. 

VUl. Theologisch-psychologischer Teil. 
IX. Physischer Teil. 

Io6. Physische Naturphilosophie (i — 271). 

L Einleitung. Es soll hier dexjenige Teil der Natur- 
philosophie behandelt werden, der sich „mit den allgemeinsten 
Verhältnissen oder Gesichtspunkten, die fOr die Natur als Er- 
fahrongsobjekt abgesehen von ihren Beziehungen zum Geiste 
gelten, zu beschäftigen hat'^ Genauer läßt er sich „als eine 

M»ih.-ph7i. KlMie 1905. Bd. LYII. 19 
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oberste verknüpfende Wissenschaffc aller einzelnen natur^nssen- 
schaftlichen Disziplinen bezeichnen, welche sich als solche zur 
Aufgabe macht, die denselben gemeinsamen Formalprinzipien und 
Gnmdbegriffe zu erörtern, die allgemeinsten Unterschiede und 
davon abhängigen Einteilungsgrfinde der Natur und Naturwissen- 
schaft; einerseits und die zwischen den Teilgebieten derselben be- 
stehenden Gesichtspunkte der Verknüpfung andererseits darzulegen, 
die allgemeinsten Gesetze und letzten Elemente der Natur auf- 
zuzeigen und der Betrachtung zu unterziehen — dies alles, so- 
weit es mittels eines Eingehens unseres betrachtenden, kom- 
binierenden, schließenden Geistes in die Erscheinungen und 
Verhftltnisse der Natur unter Dahinstellung des metaphysischen 
Grundes von all dem und ohne Verfolg ihrer Beziehung zum 
Geiste geschehen kann.** Es beschränkt sich indessen die hier 
gegebene Bearbeitung dieses Gebietes darauf, „den Stoff der 
Naturphilosophie übersichtlich und im Zusammenhange darzulegen 
und nach solchen Beziehungen zu erörtern, bei welchen Klarheit 
am meisten vermißt wird oder welche der Diskussion am meisten 
unterliegen/^ Eine Naturbetrachtung ohne Bücksicht auf den 
Geist scheint allerdings von vornherein undurchführbar, wenn 
man Eingriffe des Geistes auf die Natur voraussetzt. „Allein 
eine nähere Betrachtung lehrt, daß alle geistigen, psychischen 
Tätigkeiten, Wirkungen, Kräfte, welche sich im organischen Ge- 
biete äußern und folgweise in die unorganische Außenwelt 
hinüberwirken, selbst schon wesentlich an zugehörige körperliche 
Tätigkeiten, Wirkungen, Kräfte geknüpft sind, mit welchen die 
Erfolge im körperlichen Gebiete in Nexus gedacht werden können." 
Es erhebt sich aber noch die Frage, ob nicht der Geist doch 
durch die besondere Art seiner Gesetzlichkeit oder auch durch 
die ihm zukommende Freiheit ein Durchbrechen des Kausalnexus 
bedinge. Da über diese Frage^ die zu den strittigsten allgemeinen 
Fragen der Naturphilosophie gehört, hier nicht entschieden werden 
kann, so muß der Grundsatz genügen, daß „der Kausalnexus in 
der Natur soweit in sich i) ohne Rücksicht auf den Geist, 
2) ohne Eücksicht auf etwaige Unterbrechungen der Gesetzlichkeit 
durch Freiheit verfolgt werde, als er verfolgt werden kann, und somit 
auch die Erklärung aus materiellen Gründen nach Gesetzen des 
materiellen Geschehens soweit geschehe, als es geschehen kann'^. 
n. Von der Natur im allgemeinen. Durch die äußeren 
Sinne gelangen wir zu einer Summe von Erscheinungen in zeit- 
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Heh-raanilicher Yerknüpfong, in der sich uns das von der Natur 
£rfiibrbare darbietet. ,^un wird zwar unter Natur nicht der 
Inbegriff der Erscheinungen verstanden, sondern gemeinhin ein 
objektiver, über die subjektive Wahrnehmung des einzelnen 
hinausgehender Grund dieser Erscheinungswelt als Natur statuiert; 
da aber derselbe doch nur durch die davon abhängigen sinnlichen 
Erscheinungen in unsere Erfahrung tritt, so ist auch die Natur 
al» Erfshrungsobjekt mit äußerer sinnlicher Erfahrungswelt als 
gleichbedeutend anzusehen und hier aus diesem Gesichtspunkte 
zu behandeln/^ Es gehört aber nicht bloß dasjenige zur Natur, 
was jeder von seinem Standpunkte aus mit seinen Sinnen wahr^ 
nimmt, sondern auch das, was mit Hilfe besonderer Unterstützungs- 
mittel der Sinne (Mikroskop und Femrohr) wahrgenommen werden 
kann und was nach „Schlüssen, die 3ich auf die gesetzlichen Be- 
ziehungen der Erscheinungen gründen^*, bei unbegrenzter Yer- 
feinemng der Sinne wahrgenommen werden würde. „Kurz, nicht 
das einzelne, was wirklich in die äußere Erscheinung tritt, 
sondern, was in den gesetzlichen Nexus der Erscheinungen 
eintritt, da hinein gehört, ist zu den Bestimmungen der Natur 
zu rechnen und der gesetzliche Nexus der äußeren sinnlichen 
Erscheinungswelt als wesentlich zu ihrem Begriffe zu rechnen, 
sowohl um mit dem geläufigen Begriffe der Natur in Überein- 
stimmung zu bleiben, als in demselben eine geeignete Unterlage 
f6r die naturwissenschaftliche und philosophische Behandlung zu 
finden.*' Als Grundbestinmiungen der Natur bieten sich die Formen 
des Baumes und der Zeit dar nebst dem die Materie charak- 
terisierenden Inhalt der sinnlichen Wahrnehmung, soweit sie von 
allen Beobachtern in völlig oder nahezu übereinstimmender Weise 
festgestellt werden. Abnorme Auffassungen sind auch Darbietungen 
der Natur, die jedoch als singulare erkennbar sind. 

in. Baum, Zeit, Materie. „Für jeden einzelnen treten 
Baum und Zeit nur als subjektive Formen seiner Anschauung in 
die Erfahrung; aber indem sie für alle Geister als solche auf- 
treten, werden sie eben hiermit zu allgemein gültigen wesent- 
lichen Bestimmungen der Natur als gemeinsamer, äußerer 
Erscheinimgswelt, wobei es fCür den Standpunkt, den die Natur- 
philosophie hier zu vertreten hat, dahingestellt bleiben kann, in- 
wiefern dem Wesen der Natur, was man etwa hinter der Er- 
scheinung noch suchen mag, auch noch Baum und Zeit als 
Formen beigelegt werden können, oder was diesen Formen in 

19* 
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einem Reiche etwaiger Dinge an sich entspricht.*^ ,^uch die 
Materie tritt für jeden einzelnen nur als Inhalt seiner suhjektiven, 
sinnlichen Wahrnehmung in die Erfahrung; insofern sich aber die 
Wahrnehmungen der verschiedenen Oeister in einem gesetzlieh 
zusammenhängenden Inhalt der sinnlichen Wahrnehmung begegnen, 
gewinnt hiermit die Materie in demselben Sinne objektiven Cha- 
rakter wie Zeit und Raum/* Den Grund des Daseins und der 
wesentlichen Yerhftltnisse von Zeit, Raum und Materie hat noch 
keine Metaphysik „klar zu machen vermocht, wenn schon es viele 
unklare Yersudie dazu gibt**. Wohl aber hat die Mathematik 
auf die Ghrundbestimmungen von Zeit, Raum und Materie „ein 
Gebäude zusammengesetzter Bestimmungen zu gründen vermocht**. 
Reine Extension, absolute Kontinuität, vollkommene Gleichförmig- 
keit, unendliche Teilbarkeit sind gemeinsame Eigenschaften von 
Zeit und Raum. Die Zeit ist aber ein Nacheinander mit nur 
einer Richtung, in welchem es Verschiedenheiten der Große und 
Lage gibt; der Raxmi ein Nebeneinander mit drei aufeinander 
senkrechten Hauptrichtungen mit Unterschieden an Gestalt, Gr5ße 
und Lage. „Der Begriff der Materie gründet sich des näheren 
darauf, daß die äußeren, sinnlichen Wahrnehmungen nicht nur 
desselben Subjekts zu verschiedenen Zeiten und mit verschiedenen 
Sinnen, sondern auch verschiedener Subjekte in betreff ihres 
qualitativen Inhalts so gesetzlich zusammenhängen, daß ein Be- 
darfs entsteht einen festen Begriff zur Bezeichnung oder als 
Träger dieses Zusammenhangs vieler verschiedener sinnlicher Er- 
scheinungen aufzustellen oder, wie wir es kurz ausdrücken 
können, denselben [den Zusammenhang] begrifflich zu hyposta- 
sieren, was nun eben durch den Begriff der Materie geschieht.** 
IV. Naturgesetz; ursächliche und Wirkungsbeziehung. 
„Wir sagen, daß etwas gesetzlich erfolge, wenn es bei Dasein 
gegebener und Ausschluß anderer Umstände, die noch auf den Er- 
folg Einfluß haben könnten, immer in derselben Weise erfolgt, and 
mit gegebener Abänderung der Umstände sich in gegebener Weise 
abändert.** Die Umstände sind die Bedingungen oder Ursachen 
des Erfolgs, und der Erfolg ist die Wirkung der Ursache. ,J)er 
Begriff der Ursächlichkeit hängt also wesentlich von dem Gesetzes- 
begriff ab.** So kann auch unser Wille nur insofern als Ursache 
gelten, als „mit dem Dasein des Willens, dem Dasein der übrigen 
Umstände, welche der Wille zu seiner Verwirklichung brauchl^ 
und dem Ausschluß solcher Umstände, welche hinderlich eintreten 
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konnten, der Erfolg gesetzlich eintritt^. Dabei müssen aber d^m 
Willen Tätigkeiten in unserem Körper unterliegen, von welchen 
die Erfolge abhängig gemacht werden können. Eine Natur- 
eischeinung wird erkl&rt, wenn sie aus einem Gesetze abgeleitet 
werden kann. Die Gesetze selbst können somit auch nur in der 
Weise erklärt werden, dafi sie sich als besondere Fälle allgemeinster 
Gresetze darstellen lassen. Das allgemeinste Gresetz kann nur als 
Tatsache hingenommen werden. 

V. Kraft. Eine Materie ändert den Znstand der Buhe oder 
Bewegung nicht von sich aus (Gesetz der Beharrung oder Träg- 
heit). Wenn aber verschiedene Materien einander gegenübertreten, 
so ändert sich der Zustand der Ruhe oder Bewegung, den jede 
einzelne Materie für sich allein haben würde, infolge des Zu- 
sammenseins mit den anderen gesetzlich ab, und dies bezeichnet 
man als Wirkung einer Kraft. An der Kraft ist zu betrachten: 
„die AnbringungsweLse, die Größe, die Richtung und die Be- 
schaffenheit oder das Gesetz derselben^^ Es sind momentan 
wirkende Kräfte (z. B. Stoßkraft und Wurfkrafk) und kontinuier- 
lich wirkende Kräfte (z. B. Schwerkraft), desgleichen direkt ein- 
wirkende und indirekt, durch Mittelglieder sich fortpflanzende 
Kräfte zu unterscheiden, unter diesen Begriff der Kraft gehört 
nicht der Begriff der lebendigen Kraft, „obsdbon er sachlich 
damit zusammenhängt^, und noch weniger der Begriff der so- 
genannten Lebenskraft der Philosophen. Betreffs der Grundkräfte, 
aus denen alle anderen Kräfte sich zusammensetzen lassen, gelten 
die Bestimmungen: i) die Kräfte wirken in der Richtung der 
Verbindungslinie der Massenteilchen; 2) ihre Größe wächst mit 
der Masse und nimmt ab mit der Distanz der Massenteilchen; 
3) actio aas reactio; 4) kein System kann durch die Wirkung 
seiner inneren Kräfte die Lage seines Schwerpunktes verändern. 
Es erheben sich nun die Fragen: „i) sind die Grundkräfte bloß an- 
ziehender oder auch abstoßender Natur; 2) hängen sie bloß von 
Distanz und Masse, nicht auch von Qualität und Bewegungszustand 
der Teilchen ab; 3) sind sie bloß binärer, nicht auch multipler Natur.*^ 

VI. Quantität der Materie; Masse. Zwei Materien 
haben gleiche Massen, wenn sie in gleichen zeitlichen und räum- 
lichen Beziehungen zu anderen Materien durch deren Kräfte gleiche 
Geschwindigkeitsänderungen erleiden. Die doppelte und dreifache 
Masse erleidet, wie die Erfahrung lehrt, eine doppelte und drei- 
fache Oeiohwindigkeitsändenmg. 
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VII. Qualität der Materie. y^AUgemein gesprochen wird 
die Qualität der Materie durch die Qualität der davon ahhängigen 
Sinnesempfindungen charakterisiert, ohne daß wir irgendwie im- 
stande sind, von einer Qualität der Materie, abgesehen davon 
oder hinter den von der Materie abhängigen Erscheinungen, was 
man eine metaphysische Qualität der Materie nennt, eine Vor- 
stellung oder einen klaren Begriff zu haben oder irgend etwas 
von den Erscheinungen daraus zu erklären, wonach die Bezug- 
nahme auf metaphysische Qualitäten der Materie unfruchtbar für 
die Wissenschaft wie f&r das Leben ist und das Wort selbst nur 
eine Ursache bedeutet, die man nicht finden kann.'^ 

VIII. Verhältnis der Ponderabilien und Impondera- 
bilien. Ein wägbarer Körper ist ein solcher, „welcher das Ver- 
mögen besitzt, von der Erde angezogen zu werden'^ Die Im- 
ponderabilien aber entziehen sich so sehr den Mitteln, mit denen 
man die wägbare Materie zu fassen und zu messen gewohnt ist, 
daß man vielfach bezweifelt hat, daß der Begriff der Materie und 
mithin Masse überhaupt auf sie anwendbar sei. ,,Man kann die 
Frage auf werfen, ob nicht vielleicht beides, Ponderabilien und 
Imponderabilien auf eine gemeinsame Grundnatur zurückzuführen 
sei, die nur in den Imponderabilien so verdünnt sei, daß ihr Ge- 
wicht unmerklich werde.'^ 

IX. Atomistische Frage. Der Annahme von Atomen tritt 
die namentlich von philosophischer Seite vertretene Ansicht von 
der stetigen Raumerfüllung der Materie gegenüber. 

107* Beziehungen zwischen Leib und Seele (i — 232). 

Vorwort. Die Vorlesungen über die Beziehungen zwischen 
Leib und Seele unterscheiden sich von denjenigen über die 
„Elemente der Psychophysik" und über die „Grundbeziehung des 
materiellen und geistigen Prinzips^ dadurch, daß sie das Zwischen- 
gebiet des Physischen und Psychischen betreffen, das „ohne Be- 
zugnahme auf Maß und Bechnung einerseits und auf die letzten 
philosophischen Abstraktionen und Vertiefungen andererseits be- 
handelt werden kann'^ 

I. Einleitung. „Die Lehre von der Beziehung zwischen 
Leib und Seele oder allgemein zwischen körperlichem und geistigem 
Gebiete der Existenz tritt verknüpfend und ergänzend zu den 
Lehren hinzu, welche von dem körperlichen und welche von dem 
geistigen Gebiete für sich handeln (Naturlehre, Psychologie), in- 
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dem sie die Beziehnngeo zwischen beiden Gebieten, welche in 
diesen Lehren nicht oder nur beiläufig zur Sprache kommen 
können, sum besonderen Gegenstände einer zusammenhängenden 
Betrachtang macht, wobei sie der Vorkenntnisse aus diesen Lehren 
und der Bezugnahme darauf bedarf, ohne jedoch mit einer von 
beiden zusammenzufallen oder durch die Summe beider ersetzt 
werden zu können/' Diese bedeutungsvolle, aber auch schwierige 
Lehre ist „viel minder gut begründet und weniger entwickelt als 
die Lehre von Körper und Geist für sich; vielmehr außer 
schwacben exakten Anfängen, welche sich zur Psychophjsik kon- 
stituiert baben, in populärer Verflachung, beiläufiger Berück- 
sichtigung, philosophischem Streite und theologischem Dogmatismus 
befangen geblieben". Eiue ausführliche, aus historischen, theoretischen 
und praktischen Gesichtspunkten geführte, auf die Frage nach der 
Ausdehnung, den Gesetzen und der Beschaffenheit des Zusanmien- 
hangs zwischen Körperlichem und Geistigem allseitig ausgehende 
Behandlung würde zu weit führen. Darum sollen hier „nach 
den nötigen begrifflichen und methodologischen Vorerörterungen^' 
einige besonders wichtige Fragen, die als „Vorfragen sowohl für 
eine allgemeinere philosophische als exakte Behandlung der ganzen 
Lehre gelten können", behandelt werden. Es sind dies die Fragen: 
„wie der Begriff eines Sitzes der Seele zu fassen und der Sitz 
selbst zu bestimmen sei, womit sich die Frage nach der Aus- 
dehnung der Beseelung in uns selbst beantwortet; weiter die 
Frage, ob dadurch, daß unsere und der höheren Tiere Beseelimg 
faktisch an das Dasein und die Tätigkeit eines Nervensystems 
gebunden ist, die Annahme einer Beseelung überall präjudiziert 
sei, wo von einem Nervensysteme nichts zu finden; femer die 
Frage, ob die höheren geistigen Tätigkeiten nicht minder als die 
sinnlichen Empfindungen an körperliche Vorgänge gebunden ge- 
dacht werden können; endlich die Frage nach den Gesichtspunkten, 
welchen sich der sog. Einfluß von Körper auf Geist und von 

m 

Geist auf Körper unterordnet." 

n. Begriffliches und Methodologisches. Das ganze 
Gebiet der Existenz zerfällt in die Gebiete des Körpers und des 
Geistes, des Leibes und der Seele, des Physischen und des Psy- 
chischen. Dabei werden Geist und Seele als gleichbedeutend be- 
trachtet, während im Sinne eines sonst vielfach üblichen Sprach- 
gebrauchs „Geist und Seele vielmehr als zwei verschiedene Seiten, 
Stufen oder Gebiete dessen unterschieden werden, was im weiteren 
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Sinne gemeinsam als Oeist oder Seele dem Kdrper gegenübertritt, 
oder die Seele als Mittelwesen zwischen Geist und EOrper ein- 
geschoben wird*^. Dies veranlaBt die methodologische Bemerkung, 
daß man sich zwar im Interesse einer leicht yerständlichen Dar- 
stellungsweise so viel als möglich an den üblichen Sprachgebrauch 
zu halten habe — „denn niemand gibt gerne gewohnte Be- 
deutungen für ungewohnte auf, oder gewöhnt sich an bisher un- 
gewohnte" — , daß aber doch wissenschaftliche Bedürfnisse nötigen 
können, den gewöhnlichen Sprachgebrauch zu yerlassen. „Es gibt 
nicht soviel Wörter als Begriffe; also ist die Sprache genötigt, 
vielfach verschiedene Begriffe mit demselben Worte zu bezeichnen 
und es dem Zusammenhange oder besonders zugefügten ErkULmngen 
zu überlassen, zwischen den Bedeutungen zu entscheiden." Anderer- 
seits fehlt es „for sehr allgemeine, hohe, weite Begriffe, welche 
sich auf dem Wege der Wissenschaft durch Abstraktion, Er- 
weiterung, Steigerung konkreter, enger, niedriger Begriffe gebildet 
haben" an entsprechenden Ausdrücken. Die hierdurch bedingte 
„Fixation von Wörtern, die im Sprachgebrauch sehr unbestinmit 
gebraucht werden", und „Verallgemeinerung, Erweiterung, Steigerung 
ihrer Bedeutung gegen die gemeine" kann indessen in sehr ver- 
schiedener Weise geschehen, woraus leicht eine Verwirrung des 
wissenschaftlichen, insbesondere des philosophischen Sprachgebrauchs 
entsteht. „Die Verwechselung der Wörter aber gibt fast unwill- 
kürlich zur 'Verwechselung der Begriffe Anlaß." So gilt denn 
auch „im weiteren Sinne des gemeinen Sprachgebrauchs" der 
Gegensatz von Körper und Geist, Leib und Seele als gleich- 
bedeutend, während im engeren Sinne Geist und Seele geschieden 
werden. — Hier sollen nun Körper und Geist, Leib und Seele, 
Physisches und Psychisches „gleichgeltend die zwei Gebiete, 
Seiten oder Faktoren" des Gebietes der Existenz bedeuten. Zum 
Geiste, der Seele, dem Psychischen wird alles gerechnet, was 
durch innere Wahrnehmung faßbar oder Sache des Bewußtseins 
ist: das Empfinden, Fühlen, Denken, Wollen; zum Körper- 
lichen, Leiblichen, Materiellen, Physischen alles, was als Objekt 
äußerer sinnlicher Wahrnehmung faßbar ist, oder einem solchen 
Objekte zukommt. Geist und Seele aber sollen nötigen&lls das 
höhere und das niedere Gebiet im Psychischen bezeichnen. Der 
Körper femer kann insbesondere Leib genannt werden, wenn 
eine Beziehung zur Seele — wie bei unserem Körper — mit- 
gedacht wird. 
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m. Allgemeinste Tatsachen der Beziehung yon Leib 
nnd Seele; Sitz der Seele im weiteren Sinne. Den Anlaß 
Yon mehr als blofier Gleichzeitigkeit des Bestehens yon Leib und 
Seele zu sprechen bildet folgende Tatsache: „unsere Seele und 
jede Seele, Yon der wir wissen, kann lebendig, d. h. mit der Möglich- 
keit und Wirklichkeit von Selbsterscheinungen oder Bewußtseins- 
phftnomenen im Diesseits nur so lange bestehen, als ein gewisser 
Körper lebendig, d. h. mit einem geordneten Zusammenhange xmd 
einer geordneten Auseinanderfolge seiner Tstigkeiten besteht, 
namentlich mit einer Periodizit&t seiner Tätigkeit, welche nicht 
in der der Außenwelt aufgeht; und umgekehrt kann dieser 
Körper im eben angegebenen Sinne lebendig nur bestehen, so 
lange eine gegebene Seele lebendig im Diesseits besteht. Die 
Aussage auf das Diesseits zu beschränken ist nötig, insofern wir 
auf Erfahrung fußen woUen, da wir nur vom Diesseits Erfahrung 
haben; und die aus praktischen Gesichtspunkten im Auge zu 
behaltende Möglichkeit eines jenseitigen Lebens der Seele wird 
durch die hier geltend gemachte Tatsache, an welche sich der 
Begriff des diesseitigen Sitzes der Seele knüpft, weder verhindert 
noch dazu Yorausgesetzt." Dazu tritt noch die besondere Tat- 
sache, daß bestimmte Tätigkeitsformen und Tätigkeiten der Seele 
und bestimmte Einrichtungen und Tätigkeiten des Körpers er- 
fahrungsgemäß wechselweise aneinander gebunden sind. „Hier- 
nach übersetzt sich das räumliche Verhältnis der Seele zum 
Körper, was durch die Ausdrücke „an den Körper gebunden sein*' 
„im Körper sitzen** angezeigt zu werden scheint^ in ein Verhältnis 
der Bedingtheit zwischen Körper und Seele, welche ebensowohl 
in der Richtung vom Körper zur Seele als umgekehrt verfolgt 
werden kann, und teils als ein Verhältnis der Folgebedingtheit, 
teils der Wechselbedingtheit erscheint.** Dies Vei^ältnis soll als 
f^fiinktionelles Verhältnis** bezeichnet werden. „Lisofem alle Teile 
des Körpers solidarisch zu der Leistung zusammenwirken, die 
Seele lebendig im Diesseits zu erhalten und derselben zu Diensten 
zu stehen; gegenseits selbst nur lebendig zusammenhalten, so lange 
die Seele lebendig im Diesseits besteht, kann unbeschadet einer 
Fassung des Seelensitzes im engeren Sinne, wovon weiterhin die 
Bede, der ganze Körper als Sitz der Seele im weiteren Sinne 
bezeichnet werden** — ohne metaphysische Nebenabsichten und 
mit Ausdehnung auf ganz äußerliche Teile wie Oberhaut und 
Nägel und mit der Bemerkung, daß nicht nur ein ZTuammon« 
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wirken aller Teile, sondern auch ein Eintreten einzelner Teile 
far andere stattfinden kann, so daß auch eine über gewisse 
Grenzen nicht hinausgehende Zerstörung einzelner Körperteile das 
Leben der Seele nicht unmöglich macht und doch jede Zerstörung 
eine Scdiwächung bedeutet. 

„Für den ersten Anblick könnte es scheinen, daB aus dem 
eben angegebenen Gesichtspunkte nicht nur das, was wir als 
Leib zu jeder Seele rechnen, sondern die ganze Welt als Sitz 
derselben im weiteren Sinne gerechnet werden müßte, indem der 
ganze Leib ohne seinen Zusammenhang, Stoff- und Wirkungs- 
wechsel mit der übrigen Welt ebensowenig imstande ist das 
Leben der Seele im Diesseits zu erhalten und Zwecken im dies- 
seitigen Leben zu dienen, als das Gehirn und Nervensystem ohne 
seinen Zusammenhang, Stoff- und Wirkungswechsel mit dem 
übrigen Leib; auch das Prinzip der Ergänzung und Vertretung 
der Körperteile zur Erhaltung und zum Dienste des diesseitigen 
Seelenlebens sich nur in größerem Maßstabe in der Welt als im 
Leibe gültig erweist, so daß selbst fehlende Teile des Leibes bis 
zu gewissen Grenzen durch Hilfsmittel der Außenwelt ersetzt 
werden können/^ Indessen schwindet im Tode bloß derjenige 
Teil, den wir Leib nennen, nicht die übrige Welt 

Sofern das Seelenleben nicht an den Bestand eines einzelnen 
Körperteils, sondern an den Zusammenhang und an das Zu- 
sammenwirken der Teile gebunden ist, kann man sich zu folgen- 
der Verallgemeinerung geführt sehen. „Da unser Leib in einem 
geordneten Zusammenhange und einer geordneten Auf- und Aus- 
einanderfolge seiner Tätigkeiten nur bestehen kann, so lange ein 
lebendiger Geist dazu gehört, sei es, daß man ihn als Resultat 
oder yerknüpfendes Prinzip oder sonst wie fassen will, so läßt 
sich verallgemeinemd denken, daß dasselbe auch von der ganzen, 
unserem Leibe in geordnetem Zusammenhange, geordneter Auf- 
und Auseinanderfolge von Tätigkeiten nicht nur analogen, sondern 
auch denselben teilhaft einbegreifenden Welt gilt, daß also ebenso 
ein Geist zur Erhaltung der Welt wie eine Seele zur Erhaltung 
unseres Leibes gehört, welcher Geist aber ewig ist, sofern die 
Welt ewig ist.** Man darf aber bei der Betrachtung allgemeiner 
Ähnlichkeiten zwischen dem Weltganzen und dem menschlichen 
Körper die Verschiedenheit zwischen beiden nicht übersehen. Die 
Verschiedenheit besteht zwar wesentlich dann, daß „dem Großen 
alles, woran sich das Leben des Kleinen knüpft, in umfassenderem. 
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YoUstftndigerem, höherem und dauernderem Grade zukommt^ indem 
es statt bloß eines Gehirns, Herzens, Magens alle Gehirne, 
Herzen, Magen, die es gibt und geben wird, und darüber eine 
viel höhere Gliederung durch Licht und Kraft verknüpfend ein- 
begreift, indem es die kleinen Perioden unseres leiblichen Lebens 
in seinen viel größeren Perioden, den Stoff- und Wirkungswechsel 
unseres Leibes in einem viel größeren Stoff- und Wirkungswechsel 
und dazu unseren ganzen Geist in einem, dem inneren Verkehr 
von dessen Momenten analogen, nur größeren Verkehr der Geister 
eingebaut enthält, was alles nicht sowohl dafür spricht, daß dem 
großen Ganzen kein Geist, als daß ihm ein alle unsere Geister 
umfassender größerer Geist zugehört'* Doch ist dies kein exakter 
Schluß. Er zeigt jedoch, daß die anthropomorphistischen Ana- 
logien bei der Gestaltung der Ansichten von Gott mit Becht 
eine Hauptrolle spielen. „Das Becht aber des Schlusses vom 
Endlichen auf das unendliche, der gemacht wird, wenn wir das, 
was wir im Menschen leiblicher- und geistigerseits finden, nur 
mit höchster Erweiterung und Steigerung in der Welt und Gott 
wiederfinden, liegt darin begründet, daß dem Begriff wie der 
Sache nach das Unendliche nicht, wie es untriftig so oft gefaßt 
wird, etwas jenseits alles Endlichen ist, sondern alles Endliche 
einschließt.*' Mit der Ansicht von Gott hftngt die Ansicht von 
der Unsterblichkeit zusammen, „welche den menschlichen Geist 
nach dem Tode zu einer höheren Daseinsweise in Qott aufgehoben 
werden läßt als im Diesseits.** 

„Beide Schlüsse, der Schluß auf Gott und auf das jenseitige 
Leben treffen in der Verallgemeinerung zusammen, daß das Prinzip 
des Zusammenhangs von Leib und Seele, wie es im Menschen 
diesseits erfahrungsgemäß besteht, auch über das diesseitige 
menschliche Leben hinauf und hinaus ins Unbeschränkte gültig 
sei, und gestatten hiermit eine einheitliche Auffassung des ganzen 
Existenzgebäudes; wogegen jede Ansicht von den höchsten und 
letzten Dingen, die^ wenn selbst auf anderem Wege entstanden, 
nicht als Verallgemeinerung in diesem Sinn gefaßt werden kann, 
auch die Spezialität des diesseitigen menschlichen Lebens nicht 
hergeben kann, also irgendwo einen Bruch erleidet oder einer 
Unklariieit verfällt** 

IV. Sitz der Seele im engeren Sinne. Von dem Ver- 
hältnis der Bedingtheit zwischen Seele und Körper im allgemeinen 
und ganzen ist das Verhältnis ^ezieller Bedingtheit zu unter- 
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scheiden. Da nftmlich die Seele im Zustande des Wachens und 
des Schlafens sein kann, so müssen auch besondere Bedingungen 
im Körper für das Auftreten solcher wechselnder Zustftnde vor- 
handen sein. Sie zeigen sich darin, „daß durch besondere Ein- 
wirkungen auf den Körper Erwachen wie Einschlafen der Seele 
gesetzlich hervorgerufen oder begünstigt werden kann*^. Hierdurcli 
wird ein besonderer Sitz der Seele im engeren Sinne bedingt, 
der bei Menschen und höheren IHeren im Gehirn zu suchen ist. 
Es sind aber nicht alle Teüe des Gehirns gleichmftßig für das 
Seelenleben in Anspruch zu nehmen, und der Vorzug des Gehirns 
als engerer Seelensitz schwindet umsomehr, je mehr bei niederen 
Tierklassen das Grehim seinen Vorrang vor dem übrigen Nerven- 
system verliert „Selbst beim Menschen und den höheren Tier- 
klassen aber ist nicht sicher entschieden, ob nicht das Gehirn 
vielmehr bloß für den Hauptsitz als alleinigen Sitz der Seele im 
engeren Sinne anzusehen sei, insofern sich denken ließe, daß die 
Tätigkeiten, an welche das wache Seelenleben geknüpft ist, sieh 
vom wachen Gehirn aus in Bückenmark und Nerven, solange sie 
mit dem Gehirn' in Verbindung stehen, hineinerstrecken, was in 
der Tat durch keine physiologische Tatsache ausgeschlossen ist/* 
Eä ist auch möglich, daß das Bückenmark für sich allein Trftger 
seelischer Vorgänge sein kann, da die zahlreichen physiologischen 
Experimente und pathologischen Beobachtungen nie von Zwei- 
deutigkeiten frei sind. 

Fragt man aber, ob ein punktförmiger oder ausgedehnter 
Seelensitz anzunehmen sei, so steht der Annahme eines punkt- 
förmigen Sitzes entgegen, daß kein nervöser Zentralpunkt ana- 
tomisch im Gehirn nachweisbar ist, und daß die vielen scheinbar 
widerspruchsvollen pathologischen Erfahrungen dazu führen, soli- 
darische Vertretung und Ergänzung der einzelnen Himteile an 
Stelle eines punktuellen 'Seelensitzes anzunehmen. Auch ist 
folgender Gesichtspunkt geltend zu machen: „Sollte wirklich die 
Einheit des Geistes die Anknüpfung an einen Punkt fordern, so 
müßte dies von jedem Geiste, dem Einheit zuzuschreiben, gelten, 
also auch vom göttlichen Geiste. In der Tat haben manche 
Vertreter des einfachen Seelensitzes diese Konsequenz gezogen 
und nur dem einfachen Wesen oder der Monade, welche der Sitz 
oder Trftger des göttlichen Geistes sein sollte, eine bevorzugte 
Stelle und besondere Kraft, das Weltall zu organisieren, zu- 
geschrieben. Inzwischen leuchtet ein, daß hiermit nicht nur die 
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Ansicht einer Allgegenwart Gottes, sondern überhaupt würdige 
und erbauliche Ansichten von Grott und seinem Verhältnisse zur 
Welt unverträglich sind, wogegen die Ansicht vom ausgedehnten 
Seelensitze der endlichen Geister sich selbst nur konsequent zu 
bleiben braucht, mn durch Verallgemeinerung zur Ansicht eines 
allgegenwärtigen bewußten Gottes zu werden und in ihm das 
Band aller Dinge zn sehen/^ Die Aussicht auf Unsterblichkeit 
wird durch den punktförmigen Seelensitz nicht garantiert, da ein 
Punkt zwar nicht zerfallen, wohl aber verschwinden kann, wenn 
das, wozu er gehört^ zerfällt, und da bei der Annahme einer un- 
zerstörbaren Monade nicht eingesehen werden kann, „wie es der 
Seele möglich werde, nach dem Tode das ohne Leib zu leisten, 
was sie im Leben faktisch nur mit einem Leibe leisten kann, 
oder wie sie einen neuen Leib finden könne.^ Dagegen knüpft 
die Ansicht vom ausgedehnten Seelensitze die Unsterblichkeit „an 
die Forterhaltung eines unzerstörbaren Kausalzusammenhangs'^ 
insofern man annehmen kann, dafi „das geistige Dasein ebenso- 
wenig ohne ewige Folgen sein werde als das leibliche und selbst 
die Forterhaltung des geistigen Daseins an die Forterhaltung der 
Folgen des körperlichen Daseins geknüpft denken kann". So 
wird wenigstens die aus religiös praktischen Gesichtspunkten 
geltend zu machende Forderung eines jenseitigen Lebens mit 
einer exakten Lehre von den Beziehungen zwischen Leib und 
Seele verträglich erscheinen. 

Die Annahme des ausgedehnten Seelensitzes kann nun dua- 
listisch und materialistisch, idealistisch und im Sinne der Identität 
gedeutet werden — worüber hier nicht entschieden werden kann. 

V. Die Nervenfrage. Das Nervensystem ist beim Menschen 
and den höheren Tieren zweifellos der engere Seelensitz. Man 
kann nun fragen, ob ein solches unerläßliche Bedingung für das 
Seelenleben sei. Vom Menschen und von den höheren Tieren 
aus zu schließen, daß dem so sei, ist unberechtigt, da man sonst 
auch von den Saiteninstrumenten aus das Vorhandensein von 
Saiten als unerläßlich für die Entstehung von Tönen halten 
müßte, und da auch andere Lebensfunktionen (Stoffwechsel, Er- 
nährung, Atmung) bei den Tieren unter Einfluß der Nerven, 
bei den Pflanzen hingegen ohne Nerven vor sich gehen. Über- 
dies geben ja auch niedere Tiere Zeichen eines Empfindungslebens, 
ohncPdaß Nerven vorhanden wären. Schließlich ist hervorzuheben, 
daß wir überhaupt nicht wissen, durch welche Eigenschaft das 
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Nervensystem die Ffihigkeit erbftlt, als Träger eines bewußten 
Seelenlebens zu dienen, und darum aucb nicbt behaupten können, 
dafi diese Eigenschaft den Nerven mit anderen Formen orga- 
nischer Entwicklung nicht gemein sein könne. Man kann etwa 
vermuten, daß Schwingungen eines unw&gbaren Agens im Nerven- 
system mit unseren Empfindungen und sonstigen Bewußtseins- 
erscheinungen funktionell zusammenhängen und daß demgemäß 
durch die ganze Welt hindurch entsprechende Schwingungen 
Träger bewußten Lebens seien. 

VI. Frage nach der Bedingtheit der höheren, 
geistigen Tätigkeiten. Selbst die horsten geistigen 
Tätigkeiten setzen ein lebendiges OeMm voraus. Die Empfin- 
dungen insbesondere ändern sich mit den Vorgängen im Gehirn. 
Es ist nun fraglich, „ob auch ftlr die höheren geistigen Vorgänge 
eine entsprechende Spezialbedingtheit körperlicherseits stattfinde^ 
oder ob der Lebensprozeß des Gehirns im allgemeinen als Stütze 
desselben ausreicht, „ohne daß aber Abänderungen der höheren 
geistigen Tätigkeit mit Abänderungen der Gehimtätigkeit wesent- 
lich zusammenhängen^^ Die Beantwortung dieser in psycho- 
logischer, theologischer und philosophischer Hinsicht wichtigen 
Frage wird von Dualisten, Idealisten und Monadologen im Sinne 
der Freiheit, von Materialisten und Identitätsphilosophen im Sinne 
der Gebundenheit an Spezialbedingungen beantwortet. Hier sollen 
die Gründe für und wider abgewogen werden. Man kann eines- 
teils sagen: die Freiheit des Geistes verlangt Freiheit von Spezial- 
bedingungen; solche Bedingungen vertragen sich nicht mit einer 
würdigen Ansicht von Gott und Unsterblichkeit, da sie die ünte]> 
Scheidung von niederem und höherem Geistigen aufheben würden; 
die Mannigfaltigkeit der geistigen Vorgänge ist zu groß, als daß 
sie körperlich ausreichend bedingt sein könnte; das höhere geistige 
Tätigkeiten bedingende Gehirn des Menschen müßte sich von dem, 
solche Bedingungen nicht darbietenden Gehirn der Tiere wesent- 
lich unterscheiden, während ein unterschied bloß in der Größe 
und äußeren Eonformation zu finden ist und bei Störungen und 
Verletzungen des Gehirns die höheren geistigen Tätigkeiten oft 
ungestört fortgehen. — Demgegenüber ist zu bemerken: Deter- 
minismus und Indeterminismus ist schließlich Glaubenssache, und 
da die gebundene Ansicht für beide Seiten, die freie Ansicht bloß 
von der einen Seite die Exzeption vom gesetzlichen Kausal- 
zusammenhänge, die der freien Willenstätigkeit zukommt, verlangt, 
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80 ist keine Entscheidung gegeben; die Unterscheidung von 
niederem und höherem Geistigen bedarf nicht der Bezugnahme 
auf die körperliche Unterlage, da sie sich auf rein psychologische 
Gesichtspunkte stützt; man kann die körperliche Unterlage doch 
nicht entbehren und bei dem stetigen Ineinanderlaufen von rein 
sinnlichen, sicher an körperliche Vorgänge gebundenen Anschau- 
ungen und den gewöhnlichen Erinnerungs- und Phantasiebildem 
kann kein Punkt bezeichnet werden, wo die Unterlage aufhört. 
Auch läßt sich wohl plausibel machen, wie eine Bepräsentation 
der höheren geistigen Tätigkeiten möglich sein kann: in ähnlicher 
Weise wie die Wörter aus 25 Buchstaben zusammenstellbar sind 
und wie die Schrift mit den Bedeutungen der Wörter zusammen- 
hängt, kann auch der körperliche Prozeß mit den höheren geistigen 
Tätigkeiten zusammenhängen. Überhaupt bestehen „Verhältnisse 
zwischen Verhältnissen, Zusanunenhänge zwischen Zusammenhängen, 
Beziehiingen zwischen Beziehungen*^ im körperlichen Gebiete so 
gut wie im geistigen, und die einen können den anderen ent- 
sprechen. Die Gehirne schließlich können äußerlich ununterscheid- 
bar und doch innerlich, in ihrer Organisation wesentlich ver- 
schieden sein« 

Vn. Über den sogenannten Einfluß des Körpers auf 
die Seele und der Seele auf den Körper. Was gewöhnlich 
als Einfluß des Körpers auf die Seele und der Seele auf den 
Körper bezeichnet wird, ist „nichts anders als das Verhältnis der 
Bedingtheit zwischen beiden, wonach Zustände und Veränderungen 
im einen solche im anderen wesentlich mit- oder nachziehen*^ 
„Köxperliche Beize können Empfindungen in der Seele erwecken; 
umgekehrt kann der Wille Bewegungen des Körpers hervorrufen." 
„Diese Tatsachen der Reziprozität können je nach materialistischer, 
idealistischer, dualistischer, monadologischer oder Identitätsansicht 
von Leib und Seele verschieden gedeutet werden/* Man darf 
dabei nur nicht den Fehler machen, „die Deutung jener Ver- 
hältnisse des Einflusses zwischen Körper und Seele im Sinne der 
einen oder anderen Grundansicht als Beweis für eine solche 
aufzufiassen oder geltend zu machen". 

108 — HO. Psychophysik (i— 431). 

I. Eingang. Über Begriff und Aufgabe der Psychophysik, 
übereinstimmend mit den „Elementen der Psychophysik^, S. 8 
folgende; nebst zwei weiteren Ausführungen. 
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n. Zwei Vorfragen, i) nach der Abhängigkeitsweise der 
höheren geistigen Tätigkeiten yom Körperlichen („Elemente" 
8. 13, 14); 2) nach dem einfachen und ausgedehnten Seelensitze 
(„Elemente" H. Teil; S. 392 folg.). 

m. Begriffliches über Empfindung und Beiz. Zu 
Beizen verschiedener Art und Stärke gehören Empfindungen ver- 
schiedener Art und Stärke. Dabei kann der Unterschied nicht 
ins Bewußtsein treten. „Hiemach haben wir einen Unterschied 
zu machen zwischen Unterschieden, wie sie zwischen Empfindungen 
wirklich bestehen und wie sie als empfunden ins Bewußtsein 
treten." (Im übrigen wie „Elemente" S. 15 folg.) 

IV. Maßprinzip und Maßmethoden der Empfindlich- 
keit Daß ein Beiz oder Beizunterschied bei derselben An- 
bringungsweise von verschiedenen Personen, Organen, zu ver- 
schiedenen Zeiten verschieden stark und andererseits verschiedene 
Beize gleich stark erscheinen können, bedingt Orade der Empfind- 
lichkeit — was an verschiedenen Fällen erläutert wird. Das Maß 
der Empfindlichkeit wie in den „Elementen" S. 45 folg. Die Maß- 
methoden der Empfindlichkeit wie in den „Elementen" S. 61 folg. 

V. Das Maßprinzip der Empfindung in Übereinstimmung 
mit den y,Elementen" S. 54 folg. 

VI. Das Webersche Gesetz formuliert und an Beispielen 
erläutert; die Abweichungen und der Bereich der Gültigkeit werden 
erwähnt („Elemente" S. 134 folg.) 

Vn. Die Tatsache der Schwelle. („Elemente" S. 238 folg.) 
Vm. Mathematisches Hilfsprinzip. („Elemente" 11 S. 6.) 

IX. Die Fundamentalformel und Maßformel. (^Ele- 
mente" 11 8. 9.). 

X. Ableitung der Maßformel. („Elemente" 11 S. 33.) 

XI. Von den negativen Empfindungswerten ins 
besondere. („Elemente" 11 S. 39.) 

Xn. Bezugsweiser Gang von Beiz und Empfindung. 
(„Elemente'* H 8. 47.) 

Xm. Bemerkungen über die weiteren Anwendungen 
der bisherigen Formeln. Hinweus auf „Elemente" 11 [wo 
Summation von Empfindungen (S. 58), Verteüungsverhältnisse der 
Empfindung (S. 68), Unterscheidung von Empfindungsunterschieden 
und Kontrastempfindungen (S. 82) in Betracht kommen können]. 

XIV. Modifikation der einfachen Fundamental-Maß- 
formel im Gebiete der Lichtempfindungen zur Deckung 
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der Abweichungen vom Weberschen Gesetze. Bezugnahme 
auf „Elemente" 11 S. 195, indem statt 

dy^-j- die Formel ^y = x+? "^^ (^ + p)(2? + ft 

als göltig vorausgesetzt wird. 

XY. Übergang von der äußeren zur inneren Psycho- 
phjsik. („Elemente" 11 S. 377.) Die psychophjsische Tätigkeit 
schiebt sich als Mittelglied zwischen Beiz und Empfindung ein; 
sie ist vom Beize kausal abhängig, mit der Empfindung simultan 
bedingt oder wechselbedingt. Das Webersche Gesetz und die 
Tatsache der Schwelle gilt nun für die innere Psychophysik, 
wenn das gesetzliche Verhältnis zwischen Beiz und Empfindung in 
Wahrheit zwischen psychophysischer Tätigkeit und Empfindung 
besteht Das Hypothetische dieser Auffassung läßt die Möglichkeit 
offen, andere Auffassungen (Wundt, Bernstein, Mach, Delboeuf) 
zu entwickeln. Feohner hält an der vorigen fest. 

XYI. Gegensatz des bewußten oder unbewußten 
Lebens im allgemeinen; Schlaf und Wachen; Aufmerk- 
samkeit („Elemente'^ 11 S. 439, 449.) 

XVn. Verhältnis zwischen dem Allgemeinbewußtsein 
und besonderen Bewußtseinsphänomenen. („Elemente*^ 11 
S. 452.) 

XVni. Psychophysische Kontinuität und Diskon- 
tinuität („Elemente'' II S. 526.) 

XIX. Über die Natur der psychophysischen Bewegung. 
(„Elemente" 11 S. 543.) 

XX. Beziehung der Psychophysik zur Naturphilo« 
Sophie und Beligion. Das Wellenschema fOhrt zu der Ansicht 
einer alles tragenden TotalweUe und so zur Ansicht eines, in der 
Welt allgegenwärtigen, allwissenden Geistes, in dem alle Geister 
leben, weben und sind, mit der Möglichkeit, noch andere Stufen 
von Beseelung zwischen uns und Gott einzuschieben. Hiermit 
eröffiiet sieh die Aussicht auf Fortexistenz nach dem Tode. „Wenn 
eine Anschauung unseres Auges, geknüpft an Oberwellen tmserer 
Totalwelle nach ihrem Erlöschen noch einen Erinnerungsnachklang 
hinterläßt, welcher eintritt in ein allgemeines und höheres Beich 
von Erinnerungen und Gedanken unseres allgemeinen oder Total* 
bewußtseins, so ist auch kein Hindernis zu glauben, daß etwas 
Entsprechendes unseren Totalwellen begegne, insofern sie ihrerseits 
Oberwellen einer allgemeineren Totalwelle sind, und daß somit 

)fAfcli.-pbjs. ElMM 1906. Bd. LVH. 20 



296 Ö. P. Lippb: 

unsere Oeister eingehen in ein höheres Erinnerungsreich des all- 
gemeinen, des göttlichen Geistes.^ 

Beilagen: i) Ausführungen über Eontinuit&t und Diskon- 
tinuität des Bewußtseins und das Wellenschema. — 2) Phänomene 
des Schlafs. — 3) Yerteilungsverhältnisse der Empfindung. — 
4) Summen- und Mittelwerte der Empfindung. — 5) Die Unter- 
schiedsformel. — 6) Die Untersohiedsmaßformel. 

zzi. Über psjchophjsische Maßmethoden (i — 200). 

L Eingang. Die Gewinnung eines psychischen Maßes „auf 
Gbmnd der Beziehimgen zwischen Leib und Seele*^ wird als Auf- 
gabe der Psychophysik bezeiohnel Diese Aufgabe ist bis jetzt 
erst in Bezug auf Empfindlichkeit und Empfindung gelöst. 

n. Vom Maße der Empfindlichkeit und Empfindung 
im allgemeinen. Es werden intensive und extensiTe Empfin- 
dungen untierschieden. Der Reiz wird als Anreg^gsmittel intensiYer 
Empfindungen definiert. Zur Vergleichbarkeit der als Empfindungen 
sich darbietenden Reizwirknngen wird ,ynicht nur gleiche äußere 
Anbringungsweise der Beize, sondern auch ein gleicher Zustand 
der Aufmerksamkeit erfordert, keineswegs aber ein gleicher Grad 
der Empfindlichkeit des Sinnesorgans, da dieser yielmehr selbst 
zum Gegenstand des Maßes gemacht werden soll^S Die Em- 
pfindlichkeit für absolute Reizwirkungen soll „absolute Empfind- 
lichkeit^', die Empfindlichkeit für simultan gegebene Reizunterschiede 
und sukzessiv gegebene Reizabänderungen soll „ünterschieds- 
empfindlichkeit^' genannt werden. Grade der Empfindlichkeit 
werden schon im gewöhnlichen Leben unterschieden. Direkt 
meßbar ist aber die Empfindlichkeit so wenig wie die abstrakte 
Kraft Darum hat als Maß der empfundene Reiz oder der em- 
pfundene Reizunterschied zu dienen. „Hiemach wird die Größe 
der Empfindlichkeit allgemein der Größe des Reizes oder Reiz- 
unterschiedes, welche gleich stark in die Empfindung Wlty um- 
gekehrt proportional, mit einem kurzen Ausdruck reziprok gesetzt 
werden; der Größe des Reizes, wenn es sich um absolute Emp-^ 
findlichkeit handelt, des Reizunterschiedes, wenn es sich um 
Unterschiedsempfindlichkeit handelt^* Die Größe der extensiven 
Empfindlichkeit ist entsprechend den gleich groß erscheinenden 
Ausdehnungen oder Ausdehnungsunterschieden reziprok zu setzen. 

Die Empfindlichkeit ist das Vermögen der Empfindung. 
Das Maß der Empfindlichkeit ist aber noch kein Maß der Emp- 
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findnng; es setzt bloß die Betrachtung von OleichheitsfäUen der 
EmpfinduiLg voraus, „wobei das Maß statt auf die Empfindung 
auf die Beize, die eine gleich starke Empfindung oder einen 
gleich starken Empfindungsunterscbied bewirken, angewandt wird. 
Umgekehrt aber kann ein Maß der Empfindung auf das im 
Torigen Sinne festgestellte Maß der Empfindlichkeit f&r Beiz- 
unterschiede gegründet werden, indem man dadurch zu einer der- 
artigen Beziehung zwischen Beiz und Empfindung gelangt, daß der 
Reiz als Maßstab an die Empfindung angelegt werden kann." 
Hierbei darf keine Proportionalitttt von Beiz und Empfindung 
angenommen werden, da „in den höheren Teilen der Beizskala 
größere Zuwüchse des Beizes erforderlich sind als in den niederen, 
um die Empfindung um gleich viel zu steigern." Die Größe des 
Zuwachses lehren die Maßmethoden der Unterschiedsempfindlichkeit 
kennen. „Hiemach kommt das Prinzip des Empfindongsmaßes 
in Kürze darauf zurück, daß von Größenverhftltnissen des Beizes 
auf Größenverh&ltnisse der dadurch ausgelösten Empfindung nach 
einer zwischen beiden bestehenden, durch die Maßmethoden der 
Unterschiedsempfindlichkeit zu ermittelnden imd unter einen 
mathematischen Ausdruck gefaßten Beziehung geschlossen wird." 
ni. Allgemeine Darstellung der Maßmethoden der 
Enoipfindlichkeit. Die Maßmethoden der Unterschiedsempfind- 
Hchkeit werden „zuerst und vorzugsweise^^ behandelt, weil sie 
mehr als die der absoluten Empfindlichkeit ausgebildet worden 
smd und als Unterlage für das Empfindungsmaß wichtiger sind. 
Es gibt drei Methoden: die Methode „der eben merklichen Unter- 
schiede, der mittleren Fehler und der richtigen und falschen Fälle." 
„Bei der Methode der eben merklichen Unterschiede gilt als 
Charakter gleich empfundener Unterschiede, daß sie eben merklich 
erscheinen." Darum bestimmt man die Größe der nur eben 
merklichmi Beizunterschiede und setzt derselben die Empfindlichkeit 
reziprok. Bei der Methode der mittleren Fehler gilt die Empfind- 
lichkeit für Unterschiede abhftngig von der Gfröße der Fehler; 
man setzt darum die Empfindlichkeit der durchschnittlichen Größe 
der Fehler reziprok. Bei der Methode der richtigen und falschen 
Fälle gilt die Unterschiedsempfindlichkeit „der Größe der Unter- 
sehiede reziprok, welche dasselbe Verhältnis richtiger Fälle zu den 
Wüschen Fällen oder zur Totalzahl der Fälle liefern." „Alle drei 
Methoden erfordern eine große Menge von Bücksichten und Vor- 
siditen": vervielfältigte Versuche, die methodisch xmd vergleichbar 
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und mit regelmäBigem Wechsel der zu prüfenden umstände flJi* 
gestellt werden, wobei Übung und Erm&dung und (durch die 
Versuche herbeigeftüirte) Zustände der Reizung zu berücksichtigen 
sind. Auch sind die Unterschiede der Zeit- und Baumlage der 
yerglichenen Größen zu beachten. — Einer der wichtigsten Erfolge 
bei Anwendung der Maßmethoden ist die' Bestimmung des Gesetzes, 
nach welchem die ünterschiedsempfindlichkeit mit der Größe der 
Beize abnimmt, da hierauf das Maß der Empfindung zu stützen 
ist. — Den Maßmethoden der ünterschiedsempfindlichkeit enir 
sprechend lassen sich drei Maßmethoden der absoluten Empfind- 
lichkeit aufstellen. 

lY. Die Methode der el)en merklichen Unterschiede. 
Sie wird in Übereinstimmung mit den „Elementen der Psycho- 
physik'^ S. 74, 75 charakterisiert. „Im allgemeinen ist es zweck- 
mäßig, bis zum eben merklichen Unterschiede eben so oft durch 
Steigerung eines geringeren als Verminderung eines größeren 
Unterschiedes zu gelangen/^ Als Beispiel dient die Untersuchung 
der Empfindlichkeit für Temperaturunterschiede, wobei Versuchs- 
ergebnisse von E. H. Weber und von Fechner selbst zugrunde 
gelegt werden. 

V. Die Methode der mittleren Fehler. Die Anwendung 
dieser, yon jeher zu Präzisionsbestimmungen der Beobachtungen 
benützten Methode zu psychophysischen Maßbestimmungen (vergl. 
„Elemente der PsychophysiV S. 74, 120) wird in bezug auf 
extensive Unterschiedsempfindlichkeit erläutert. Bei sukzessiver 
Auffassung der Distanzen kann i) die Normaldistanz zuerst, 
2) die Fehldistanz zuerst beobachtet^ 3) zwischen Normaldistanz 
und Fehldistanz regelmäßig abgewechselt werden. Bei simultaner 
Auffassung kommt die Lage der Normaldistanz zur Fehldistanz 
(rechts und links; oben und unten) in Betracht. „Die rohen 
Fehler d, welche man unmittelbar als Differenzen der Fehl- 
distanzen f von der Normaldistanz D erhält, sind noch nicht 
ujunittelbar zum Maße der Unterschiedsempfindlichkeit verwendbar, 
sondern als eine Zusammensetzung eines dazu verwendbaren 
Anteils, des sog. reinen Fehlers, mit einem nicht dazu verwend- 
baren Anteil, dem konstanten Fehler, zu betrachten; erfordern 
demgemäß zur Ausscheidung des reinen Fehlers erst eine Analyse, 
welche die Rechnung in Anspruch nimmt." Man kann in der 
Tat eine Abweichung der mittleren Fehldistanz F von der 
Normaldistanz D, nämlich i^ — D ^ c konstatieren. „Die rohen 
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Fehler i nun setzen sich aus dieser Abweichung der mittleren 
Fehldistanz von der Normaldistans und den Abweichungen der 
einzelnen Fehldistanzen Ton der mittleren Fehldistanz zusammen. 
Erstere Abweichung gibt den sog. konstanten Fehler c, indes 
letztere die reinen vahabeln Fehler f—F^^J oder reinen Fehler 
schlechthin geben.^^ ,^ie reinen variablen Fehler folgen dem 
Gesetze der Fehlerverteilung, welche die Wahrscheinlichkeits- 
rechnnng für Fehler, die von einer mittleren Beobachtungsgröße 
an gerechnet sind, festgestellt hat; die rohen Fehler, als von einer 
solchen nicht gerechnet, folgen ihnen nicht, oder nur insofern, 
als der konstante Fehler sich yemachlässigen läßt. Es würde 
daher auch keinen Sinn haben, mittlere Fehler aus den rohen 
Fehlem zu ziehen, sondern die reinen sind dazu zu verwenden.'* 
Der konstante Fehler hängt wesentlich von den während einer 
Versuchsreihe konstant erhaltenen VerluÜtnissen der Zeit- und 
Raumlage ab, vermöge deren die eine der verglichenen Größen 
konstant zu groß oder zu klein gegen die andere erscheint Er 
kann ein scheinbarer und wahrer konstanter Fehler sein. „In 
jedem Falle hat man einen wahren konstanten Fehler anzunehmen, 
wenn bei Fraktionierung einer Beobachtungsreihe in nicht gar zu 
kleine Abteilungen und besonderer Berechnung derselben der kon- 
stante Fehler durch alle oder eine überwiegend große Mehrzahl 
der Fraktionen dasselbe Vorzeichen behält; einen scheinbaren, 
wenn das Vorzeichen des konstanten Fehlers unbestimmt wechselt.** 

VI. Allgemeineres über die mathematischen Fehler- 
Verhältnisse. Es gibt ein mathematisch darstellbares, nur fOr 
anendlich viele Beobachtungen als streng gültig zu betrachtendes 
Gesetz der Fehlerverteilung, das sogenannte Gaußsche Fehlergesetz. 
Aus demselben ergeben sich mathematische Beziehungen zwischen 
den Mittelwerten und den Fehlersummen, worüber die EoUektiv- 
maßlehre Fechners 8. 275 folg. zu vergleichen ist. 

Vn. Die Methode der richtigen und falschen Fälle. 
Sie wird am Beispiel der Gewichtshebungen erläutert, wobei 
zweifelhafte Fälle halb den richtigen, halb den falschen Fällen 
zugezählt werden. Der Quotient, welcher das Verhältnis richtiger 
und falscher Fälle angibt, hängt einesteils von der Unterschieds- 
empfindlichkeit, andemteils von sonstigen Einflüssen (der Größe 
des Zusatzgewichtes, der Zeit- und Baumlage) ab, wobei die Ab- 
hängigkeit durch das Fehlergesetz bedingt wird. (Vergl. „Elemente 
der Psyehophjsik** S. loyfolgd.) 
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Yin. Die Maßmethoden der absoluten Empfindlioh- 
keit Sie bestehen i) in der Ermittelung eines ebenmerklichen 
Beizes; 2) in der Feststellung, wie oft ein kleiner Beiz merklicdi 
und nicht merklich erscheint; 3) in der Bestimmung der Größe 
eines Beizes, der einem anderen unter gegebenen Umstanden gleich 
erscheint Die letztere . heißt die Methode der Äquivalente. 
(YergL „Elemente der Psjchophysik'' 8. 130 f.) 

112. Sitz der Seele (i — 134). 

I. Vorerörterungen (den „Elementen der Psychophysik^^ 11 
S. 382, 383 entsprechend). 

n. Vom Sitz der Seele im weiteren Sinne (den „Ele- 
menten*' n S. 383 folgd. entsprechend); mit eingehender Erörterung 
der materialistischen und idealistischen Auffassungsweise. 

nL Vom Sitz der Seele im engeren Sinne (in Über- 
einstimmung mit den „Elementen** 11 S. 389 — 428). 

113. Über die Grundbeziehung des materiellen und 

geistigen Prinzips (i — 283). 

I. Eingang. Das Gebiet der Existenz teilt sich in ein der 
inneren Wahrnehmung zugftngUches geistiges und in ein der 
äußeren Wahrnehmung fähiges materielles Gebiet Durch Ein- 
wirkungen des körperlichen Gebietes werden Phänomene im 
geistigen Gebiete erzeugt, „welche uns Kunde vom Dasein des 
körperlichen Gebietes geben und insofern als Wahrnehmungen 
dieses Gebietes gelten.** Es ist femer „der Geist nach den uns 
zu Gebote stehenden Erfahrungen seiner Existenz und Tätigkeit 
nach an die Existenz imd Tätigkeit eines Körpers g^ebunden**. 
Es sollen nun „die allgemeinsten Gesichtspunkte der Beziehung 
zwischen materiellem und geistigem Prinzip** festgestellt und in 
einer „Grundansicht** verknüpft werden. Zu diesem Zwecke kann 
man entweder aus dem Begriffe des Körperlichen und Geistigen 
„ihr Verhältnis aprioristisch ableiten** oder „die allgemeinsten 
Erfahrungstatsachen der Beziehung selbst unter einem sie ver- 
knüpfenden Ausdruck zu einer Grundansicht zusammenfassen**. 
Der letztere Weg soll hier eingeschlagen werden. 

n. Übersicht der bisherigen Ansichten über das 
Verhältnis des Körperlichen und Geistigen. Die Ansieht 
des gewöhnlichen Lebens faßt Leib und Seele^ Körper und Geist, 
Natur und Gott als zwei verschiedene, entgegengesetzte, enge 
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Terbundene, aber doch trennbare, teils in Wechsel-, teils in Folge- 
beziehungen stehende Dinge. Davon ist zu unterscheiden die 
philosophische Ansieht, die indessen nicht ohne EinfluB auf jene 
geblieben ist, und die naturwüchsige Ansicht der Naturvölker, 
die das Körperliche und Geistige noch nicht bestimmt trennt. 
,Jn den philosophischen Ansichten selbst zeigt sich im allgemeinen 
die Tendenz, die denkbaren Möglichkeiten zu erschöpfen. In den 
ältesten wird ebenso wie in der ursprünglichen Naturansicht der 
Völker ein bestimmter Unterschied des Körperlichen und Geistigen 
noch nicht gemacht; in manchen späteren wird dieser Unterschied 
in größter Sohftrfe und Schroffheit als ein grundwesentlicher ge- 
faßt (Dualismus), teils wird eine Yermittelung zwischen beiden 
durch ein Mittelglied gesucht, teils der Wesensunterschied zwischen 
beiden geleugnet (monistische Ansicht); hierbei aber bald das 
körperliche, bald das geistige Wesen als das grundwesentlichere 
betrachtet^ und zur einseitigen Geltung gebracht (Materialismus, 
Idealismus), bald die Wesensidentitftt selbst zur Unterlage der 
Betrachtung genommen (Identitätsansicht). Teils wird die Seele 
ein&ch an ein einfaches Körperelement geknüpft oder damit identi- 
fiziert (monadologische Ansicht), teils mit einem körperlichen 
Zusammenhange in Beziehung gebracht (synechologische An- 
sicht)." 

nL Allgemeinere Ausführungen betreffs der Haupt- 
sjsteme und speziellere Charakteristik einiger der- 
selben. Die ältesten griechischen Philosophen „nahmen einen 
realen Urstoff an, der ihnen unmittelbar ein Lebendiges, Beseeltes 
und selbst Göttliches war^'. — „Der Materialismus ist, seinen 
Prinzipien und seiner Gestaltung nach, von seinem Ausgangs- 
punkte in der Lehre der alten Atomistiker (Leucipp, Demokrit, 
Epikur, Lucrez) bis auf die neueste Zeit sich wesentlich gleich 
geblieben." — »^iol mannigfaltigere Gestalten als der Materialismus 
zeigt der Idealismus.^^ Seine Vertreter sind im Altertum Piaton, 
in neuerer Zeit Berkeley, Leibniz, Fichte, Hegel. — „Als ältestes 
Identitfttssjstem kann man in gewissem Sinne die All -Einslehre 
der sogen. Eleatischen Philosophie (Xenophanes, Parmenides, Me- 
lissus, Zeno) ansehen, welche das eine ewige Sein des Alls mit 
dem göttlichen Sein identifizierten." Unter den Neueren sind 
Spinoza und Schelling die entschiedensten Vertreter der Identitäts- 
lehre. — Monadologische Systeme sind insbesondere diejenigen 
von Leibniz, Herbart, Lotze. „Sie nähern sich darin den dua- 
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listischen, daß Seele und Körper in jenen wie in diesen als etwAs 
nur in änBerlicher Verbindung Stehendes, der Trennung im Tode 
Fähiges betrachtet werden, und unterscheiden sich nur dadurch 
davon, daß in den monadologischen anders als in den dualistischen 
eine wesentliche Gleichartigkeit der Substanzen, woraus der Edrper 
besteht, mit Seelensubstanzen statuiert wird, wogegen der Dua- 
lismus eine grundwesentliche Verschiedenheit zwischen Körper 
und Seele behauptet.^ — Aus gewissen Gesichtspunkten können 
den monadologischen Ansichten die synechologischen entgegen- 
gesetzt werden, „sofern in den monadologischen die geistigen Er- 
scheinungen als Sache eines einfachen Wesens unter der Zahl 
derer, die in ihrer Zusammensetzung den Körper bilden, angesehen, 
in der synechologischen aber mit Vorgängen in einem körperlichen 
Zusammenhange in direkter Beziehung gedacht oder als dessen 
innere Erscheinung angesehen werden. Doch ist der Ausdruck 
synechologisch in dieser Beziehung bisher nicht üblich^ gewesen." 

Der entschiedenste Vertreter des Dualismus ist Descartea. 
Er hält „Körper und Seele fOr zwei absolut verschiedene, an sich 
gar nichts miteinander gemein habende Grundwesen, die nur in. 
einer äußerlichen, durch Gott vermittelten Beziehung zueinander 
stehen; Gott selbst aber ist ihm ein über Materie und Seele er- 
habenes, doch mit den Eigenschaften höchster Geistigkeit begabtes 
Prinzip. Der Körper ist nach ihm anzusehen wie ein künstlicher 
Automat, den Gott verfertigt hat und womit er die Seele in 
äußerliche Beziehung gesetzt hat. Es kann aber auch Körper 
ohne Seele geben: so die Tiire. Ohne gleich den Monadologen 
die Seele selbst mit einem einfachen Element der körperlichen 
Substanz für wesentlich gleichartig zu halten, nahm er doch wie 
sie einen einfachen Sitz der Seele insofern an, als nach ihm die 
Seele nur in einem Punkte des Gehirns, welcher in der Zirbel- 
drüse gelegen sein soll, mit dem körperlichen Organismus in 
Wechselwirkung steht." 

Konsequenter als Gartesius hat Geulincx Körper und Geist 
als schlechthin disparate Dinge statuiert, ohne wechelweisen Ein- 
fluß; „wenn wir die Eigenschaften des Körpers empfinden, ist es 
deshalb, weil Gott bei Gelegenheit der Bewegungen der Materie 
zugehörige Empfindungen in der Seele entstehen läßt, wo vnr 
dann sagen, wir empfinden die Veränderungen im Körper; und 
wenn die Seele ihrerseits den Körper in Bewegung setzen will, 
so ist es ebenso Gott, der ihn statt ihrer beweg^^' 
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,Jieibiiiz fand es unangemessen, bei Betrachtung des Eansal- 
lusammenhangs der physischen und psychischen Erscheinungen 
Oottes beständige Mitwirkung zuzuziehen und verlegte die ganze 
Wirksamkeit Oottes in dieser Beziehung in den Anfang. Hiei^ 
durdi entstand das bertthmte System der prästabilierten Harmonie, 
zugleich als monadologisch und idealistisch zu bezeichnen. Nach 
Leibniz liegen der ganzen Existenz der sogenannten Monaden 
ein&che geistige, aber auf den verschiedensten Stufen des Be- 
wnfitseins bis ins Unbewußte herabsteigende Wesen unter, von 
denen die bewußten Seelen heißen. Jede Seele, d. i. bewußte 
Monade, schließt eine innere Welt selbst&ndig erzeugter Be- 
stimmungen als Vorstellungen, Begehrungen ein, ohne einen 
eigentlichen Einfluß von anderen Seelen und ftberhaupt Monaden 
erüahren zu können; alle aber stehen in solcher einheitlicher Be- 
ziehung, daß sich nach Maßgabe der Veränderung, welche in der 
übrigen Welt der Monaden entsteht, die Zustände in jeder ein- 
zelnen durch ihre eigene Tätigkeit ändern." 

Durch Spinoza hat „die Identitätsansicht zuerst eine be- 
stimmte Begründung und konsequente Entwicklung" erfahren. 
Er nennt das gemeinsame Grundwesen, welches er dem Körper^ 
liehtti und Geistigen und hiermit aller Existenz unterlegt, die 
„Substanz oder auch Gott". 

„Kants System kommt bei übrigens fundamentaler Wichtig- 
keit doch hier nicht in gleichen Betracht als die Systeme seiner 
Nachfolger Fichte, SchelHng und Hegel, insofern er dem Dasein 
der Materie Dinge an sich unterlegt, die aber fOr uns unerkenn- 
bar sind, hiermit auf eine tiefere Erörterung des Grundverhält- 
nisses von Materie und Geist verzichtet." 

„Nach Fichte beruht die Annahme einer dem Geiste äußeren 
Welt des sog. Nichtich dem geistigen Ich gegenüber nur auf 
Schranken der Tätigkeit des Ich selbst, die ihm aber durch nichts 
wirklich Äußeres gesetzt, sondern wie alles überhaupt nur Sache 
seines eigenen Wesens sind. Indem die ins unbestimmte hinaus- 
stiebende Tätigkeit des Ich an diese Schranke sozusagen anstößt, 
gewinnt es Bestimmungen, die, obwohl im Grunde aus ihm selbst 
kommend, doch als etwas Äußeres gedeutet, als materielle Außen- 
welt vorgestellt und objektiviert werden." 

Das Schellingsche Identitätssystem setzt „ein objektives Sein 
und ein subjektives Denken, die sich aber nicht äußerlich und 
undurchdringlich gegenüberstehen, wie es Kant will, sondern das 
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Denken und Sein, Subjekt und Objekt durchdringen sieb wecbsel- 
8eitig^^ „Das Absolute Schelüngs, was sieb von einer Seite als 
subjektiv, von anderer Seite als objektiv fassen läßt und in der 
Welt der Erscheinung sich von einer Seite als Natur, von anderer 
Seite als Geist darstellt, im Wesen aber identisch bleibt, stimmt 
hierin mit der göttlichen Substanz Spinozas überein, die sich ein- 
mal unter dem Attribut des Denkens, dann wieder unter dem 
Attribut der Ausdehnung fassen läßt, dabei aber im Wesen 
identisch bleibt^' Dabei macht sich aber das Absolute selbst 
„durch einen lebendigen Prozeß zum Subjektiven und Objektiven 
und mittels des relativen Übergewichts des einen und anderen 
zum Körperlichen und Geistigen, setzt sich sozusagen dann um 
und entwickelt sein Leben/^ 

„Die sogen, dialektische Methode Hegels sucht das Wesen 
der Dinge durch die sogen. Selbstbewegung ihres Begriffes dar- 
zustellen. Durch Vertiefung in einen reinen Begriff entsteht 
nämlich nach Hegel von selbst eine Nötigung über denselben als 
einen fEb: sich unhaltbaren zum höheren Gegensatze desselben 
.denkend fortzuschreiten und in diesem als in einer höheren Be- 
stimmtheit sich selbst aufheben zu lassen/^ In der absoluten 
Idee sucht Hegel „das Prinzip realer Existenz, stellt sie gleichsam 
als Gott vor der Weltschöpfung dar, welcher aber durch seine 
Selbstanfhebung in Natur und Geist diese reale Existenz sich 
selbst gibt, was jedoch auch nicht als Sache zeitlichen Geschehens, 
sondern nur begrifflicher Entwicklung zu fassen. Diese Ent- 
wicklung wird von Hegel in zwei anderen Teilen seines Systems, 
der Naturphilosophie und Philosophie des Geistes, ausgeführt 
Indem die absolute Idee durch Selbstnegation zuvörderst sich in 
der Natur aufhebt, wird sie nach Hegels hier gebrauchtem Aus- 
druck sich selbst äußerlich. Die Natur ist nach ihm die Idee in 
der Form des Andersseins, die außer sich gekommene, sich selbst 
entfremdete, von sich abgefallene Idee, der unaufgelöste Wider- 
spruch.^. „Inzwischen strebt die Natur aus diesem Zustande der 
Äußerlichkeit, Gebundenheit, ZufWigkeit, ünangemessenheit des 
einzelnen zur Idee im Wege dialektischer Fortschreitnng durch 
den mechanischen, physischen, organischen Naturprozeß stufen- 
weise wieder heraus, um sich endlich wieder einheitlich durch 
Aufhebung der Natur in den Geist zusanmien- und abzuschließen.^^ 
„Im weiteren dialektischen Fortschritte durch die Geistesphilosophie 
steigert sich nun die absolute Idee über die in der Naturphilosophie 
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erreichte Stufe hinaus. Zuvörderst als sogen, subjektiver Geist 
lur Seele, dem Bewufltseiu im engeren Sinne, dem Selbstbewußtsein, 
der Vernunft, hebt sich dann weiter zum sogen, objektiven 
Geist in Becht, Sittlichkeit, Staat auf und gelangt endlich als 
sogen, absoluter Geist in Kunst, Beligion und Philosophie zum 
Gipfel der Steigerung, sodaß schließlich im philosophischen Be- 
wußtsein des Menschen das Wesen der Existenz absolut begriffen 
wird, und Gott seiner sich vollständig in seiner Wirklichkeit und 
Wahrheit bewußt wird, sofern der absolute Geist mit Gott auf 
seiner höchsten Bewußtseinsstufe identifiziert wird.^ — „Natur 
und Geist sind also nach Hegel nur verschiedene Stufen dia- 
lektischer Entwicklung der absoluten Idee. Indeß er die ab- 
solute Idee wie den Gott vor der Weltwirklichkeit, gleldisam wie 
das reine abstrakte begriffliche Dasein Gottes &ßt, faßt er die 
Natur als den in die Weltwirklichkeit eingeborenen oder sich 
sur Weltwirklichkeit erfOllt habenden Gott; den Geist aber als 
den durch Vermittelung der Natur nun auch zum Bewußtsein 
seiner Wirklichkeit gelangten Gott" „Hegel stimmt mit Schelling 
in gleicher Abweichung von Kant und Fichte darin überein, daß 
er eine reale Existenz statuiert, die sich mit ihrer eigenen Er- 
kenntnis erfaßt und durchdringt." — „um zur kurzen Erläuterung 
ein Bild unterzulegen, so sucht die dialektische Methode Hegels 
aus dem Kreise als der einfachsten runde a Figur die Ellipse, 
Parabel und Hyperbel und alle Figuren höherer Ordnung als 
höhere Bestimmungen des Kreises abzuleiten, worin er aufgehoben, 
enthalten sei. Nun ist der Kreis wirklich als besonderer Fall in 
der Ellipse so aufgehoben enthalten. Aber der Mathematiker 
weiß auch, daß es unmöglich ist, aus dem einfachen Kreise die 
höhere Ellipse abzuleiten, sondern umgekehrt den Kreis als be- 
sonderen Fall aus der Ellipse." 

Herbart findet, daß die Grundlage der Existenz von vom 
herein in einer Vielheit von einfachen Wesen besteht, die ihrer 
Existenz nach völlig unabhängig von einander, absolut, einfach, 
an sich unveränderlich, unräumlich und unzeitlich, weder 
körperlich noch geistig zu denken sind, indem Veränderung, 
Baum und Zeit, Körper und Geist schon immer Beziehungen ein- 
schließen, mithin noch nicht das letzte sind, worauf man zurück- 
zugehen bat, vielmehr durch äußere Beziehungen, in welche die 
einÜAchen sog. realen Wesen treten können, zustande kommen." 
Die . einfachen Wesen besitzen verschiedene Qualitäten und nach 
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Maßgabe des GegensatEes zwischen den Qualit&ten ist Anlafi rar 
Störung ihres Zustandes. Diese Störung wird aber durch die 
Selbsterhaltungen verhindert. „Zu den ein^hen Wesen gehören 
nach Herbart auch die Seelen.^ Ihre Selbsterhaltungen gegen 
die Störungen von anderen einfachen Wesen sind die Vorstellungen. 
„Auch jeder Körper ist ein System einfacher realer Wesen, die 
durch ihre Verhältnisse den Schein der Materialit&t produneren. 
Indem jede Seele mit einem solchen System in nächsten Be- 
ziehungen steht, hat sie ihren Leib daran. Die Wechselwirkung 
zwischen Leib und Seele beruht auf den Verhältnissen gegenseitiger 
Anregung zur Störung und abwehrender Selbsterhaltungen.^^ 

Schopenhauer geht von der „Erfahrungstatsache^ aus, d&B 
unser Wille sich unmittelbar als eine bewegende, tätige Triebkraft 
unseres Leibes darstellt. . Sofern aber körperliche Triebkräfte auch 
in der unbewußten Natur vorkommen, identifiziert er diese mit dem 
Wesen des in unserem Leibe waltenden Willens, indem er dasselbe 
von dem Bewußtsein trennbar ansieht und als das Grundwesen 
aller Existenz, als das Ding an sich, was der Existenz zugrunde 
liegt, auffaßt. Dieser Wille der Natur erzeugt sich nun erst das 
Gehirn als Organ der Vorstellung und des Bewußtseins. Hiermit 
werde der Wille seiner selbst bewußt und gewinne die Vorstellung 
von dem Leibe^ der in der Tat nur fttr die Vorstellung als solcher 
erscheint, indem das Wesentliche des Leibes immer Wille sei.^^ Von 
einem idealistischen Ausgangspunkte ausgehend ist Schopenhauers 
Philosophie doch „eine deterministische, pessimistische, atheistische 
und wird das Schicksal solcher Lehren haben.^ 

„Im schließlichen Bückblick auf die Hauptsysteme, welche 
die neue Zeit erzeugt hat, und womit sie über frühere hinaus- 
gegangen ist, findet man sich zu dem Bekenntnis genötigt, daß 
eine zufriedenstellende Ansicht über die Beziehung von Leib und 
Seele oder allgemeiner die Grundbeziehung des materiellen und 
geistigen Prinzips noch nicht vorhanden ist^ 

rv.. Grundtatsachen und hierauf gestützte Grund- 
formeln der Beziehung von Leib und Seele mit den 
wichtigsten Folgerungen daraus. Zur Anerkennung muß 
gelangen: i) das Verhältnis der Wechselbedingtheit zwischen Leib 
und Seele; 2) die Einheit des Greistes gegenüber der körperlichen 
Mannigfaltigkeit. Demgemäß lassen sich folgende zwei Formeln 
aufstellen: die Seele ist i) „ein einheitlich verknüpfendes Prinzip 
der körperlieheu Mannigfaltigkeit und Auseinanderfolge^; sie ist 
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2) „die Seite oder das VermSgen der Selbsterscheinung dessen, 
was als Körper &uBerlioh erscheint.^ 

Die erste Formel stützt sich auf folgende Erfahmngstatsachen: 
,,Die Zusammenstellung der mannigfachen Teile unseres Organismus 
und Auseinanderfolge seiner Tätigkeiten, welche den lebendigen 
Bestand derselben charakterisieren, kann sich nur nach Maßgabe 
forterhalten, als dieser Zusammenstellung und Auseinanderfolge 
eine die Einheit des Bewußtseins in sich tragende Seele zugehört 
umgekehrt kann die Seele nach allen Erfahrungen, die wir 
machen können, nicht ohne einen unterliegenden, zusammen- 
gesetzten körperlichen Organismus und Lebensprozeß bestehen, so 
daß ihr Bestand, ihre Entwicklung und ihre Tätigkeit selbst mit 
der Funktion, die lebendige Zusammenstellung und Aufeinander- 
folge unseres körperlichen Organismus aufrecht zu halten, soli- 
darisch zusammenhängt So wie die einheitliche Seele im ganzen 
nur auf Grund eines zusammengesetzten Organismus und Lebens- 
pinozesses, kann auch jede besondere einheitliche Bestimmung der 
Seele, Empfindung, Gedanken, so viel wir nach Erfahrung wissen 
und schließen können, nur auf Grund besonders gearteter zu- 
sammengesetzter Organisations- und Lebensbedingungen und Be- 
stimmungen innerhalb des Organismus und Lebensprozesses, der 
tmserer ganzen Seele unterliegt, entstehen und bestehen, wie denn 
selbst die ein^hste Empfindung in uns nicht von einem ebenso ein* 
fachen Bewegungsmomente, sondern von einem Bewegungsvorgange, 
wahrsdieinlich Sehwingungsvorgange getragen wird, dessen Mehr- 
heit von Momenten durch sie ebenso in eine einfache innerliche 
Selbsterscheinung verknüpft sind, als die Totalität der Bewegungs- 
vorgänge, die unserer Seele unterliegen, in eine einheitliche/^ 

Die zweite Formel faßt folgende Erfahrungstatsachen zu- 
sammen: „Unsere Seele mit allen ihren Bestimmungen, Empfinden, 
Fühlen, Denken, Wollen, ist tatsächlich eine Sache der Selbst- 
erscheinung, sofern es keines gegenüberstehenden Subjekts für sie 
bedarf, um in die Erscheinung zu treten. Unser Körper mit 
allen seinen Bestimmungen, Ausdehnung, Dichtigkeit, Bewegung 
und deren Verhältnisse ist tatsächlich nur eine Sache der äußeren 
Erscheinxmg; d. h. es bedarf eines gegenüberstehenden Subjekts 
oder doch (sofern wir auch Teile unseres eigenen Körpers wahr- 
nehmen können) eines dem wahrgenommenen Körperteile äußerlich 
gegenüberstehenden empfindenden Organs, um körperlich zu er- 
scheinen.^ Daß beiden Erscheinungsweisen ein und dasselbe 
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Wesen zugrunde liegt, wird durch folgende Tatsachen erh&rtet: 
i) ^Es ist ein allgemeines Faktum, das ein und dieselbe Sache 
Yon verschiedenem Standpunkte und füi verschiedene darauf 
Stehende verschieden erscheint, also ist die verschiedene Erscheinung 
des zueinander gehörigen Körperlichen und Geistigen auch hieraus 
erklärbar, da wir in der Tat stets einen verschiedenen resp. 
äußeren und inneren Standpunkt der Betrachtung dabei unter- 
liegend fanden. Also können wir uns auch denken, daß es nur 
ein und dasselbe Wesen ist, was als Seele oder Körper erscheint.^^ 
2) „Es besteht ein faktischer Parallelismus der Veränderungen 
des Körperlichen und Geistigen. In der Tat aber muß ein solcher 
stattfinden, wenn Leib und Seele eine verschiedene Erscheinungs- 
weise desselben Wesens sind, da nach Maßgabe als sieh das 
Wesen ändert, beide Erscheinungsweisen sich im Zusammenhange 
ändern müssen.*' 3) „Eine Seele kann nichts vom Dasein einer 
anderen Seele unmittelbar, wohl aber durch Vennitüung des 
Leibes derselben erfahren. In der Tat kann das nicht anders 
sein, wenn jede Seele von der anderen eben nur den Körper als 
Erscheinung hat Sollten dagegen Körper und Seele zwei ver- 
sdiiedene substanzielle Grundwesen sein, so müßte man voraus- 
setzen, daß die Seele am leichtesten und unmittelbarsten auch 
der anderen Seele gewahr würde, die mit ihr gleichen Wesens 
ist.^ 4) „Eine Seele vermag vom Leibe gerade den Teil nicht 
leiblich wahrzunehmen, an dessen Dasein und Daseinsweise ihre 
bewußte Selbsterscheinung vorzugsweise gebunden ist; unsere Seele, 
namentlich nicht das Gehirn und seine Prozesse, wenn sie schon 
Teile, die im Zusammenhang mit jenen die allgemeine MögUch* 
keit der Selbsterscheinung mit begründen und insofern auch zum 
Leib gerechnet werden, als körperlich wahrzunehmen vermag. 
In der Tat kann dies nicht anders sein, wenn das, was nach 
außen als körperliches Gehirn erscheint, nach innen als bewußtes 
Seelenwesen erscheint, das dann eben nicht als körperliches Gehirn 
nach innen erscheinen kann.^ 

„Wenn Körperliches und Geistiges überall durch Wesens- 
identität verimüpft zusammenhängen, so werden nach Maßgabe 
als die körperlichen Prozesse auseinanderfließen, auch die zuge- 
hörigen geistigen auseinanderfließen, und umgekehrt; es wird also 
dem Kausalablauf im körperlichen Gebiete em Kausalablauf im 
geistigen Gebiete zugehören und umgekehrt oder mit anderen 
Worten, der eine Kausalablauf des an sich identischen Wesens 
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wird, je nachdem man sich auf äußeren oder inneren Stand- 
punkte dagegenstellt, als Eausalablauf des Köipers oder Geistes 
erscheinen, und diese zwei Erscheinungsweisen werden unterein- 
ander wie zwei Seiten derselben Sache zusammengehören, jede 
aber auch einen Verfolg fOr sich zulassen/' 

Die entwickelte Ansicht schließt ein vierfaches Prinzip der 
Betrachtung des Gebietes der Existenz ein: i) das Prinzip der 
gemeinen Betrachtungsweise, wo bald die körperliche, bald die 
geistige Seite der Existenz ins Auge gefaßt wird, ein wechsel- 
seitiger Einfluß von Körper und Geist angenommen wird; 2) das 
Prinzip einer rein und konsequent durchgeführten Naturwissen- 
schaft; 3) das Pripzip einer ebenso rein und konsequent durch- 
gefOhrten Geisteswissenschaft; 4) das Prinzip einer beide vorigen 
Betrachtungsweisen verknüpfenden Wissenschaft. Diese vier Be- 
trachtungsweisen werden an dem Beispiel erläutert, daß Ä dem B 
einen Auftrag gibt, den B ausführt. 

Die hier vertretene Ansicht vom Verhältnis zwischen Leib 
und Seele tritt in schroffen Gegensatz gegen die monadologische 
Auffassung, der sie als „syneohoiogische*' gegenübergestellt werden 
kann, ,4ndes sie sozusagen in die Mitte der übrigen Auffassungs^ 
weisen tritt und geeignet ist, zwischen ihnen zu vermitteln.^' 
Mit der Spinozistischen Ansicht hat sie „den parallelen Ablauf 
des körperlichen und geistigen Greschehens gemein, unterscheidet 
sich aber dadurch von derselben, daß sie die Verschiedenheit des 
körperlichen und geistigen Gebiets nicht in einer unerklärlich 
verschiedenen Auffassung derselben Substanz von demselben 
Standpunkt des erkennenden Subjekts aus sucht, sondern auf 
eine verschiedene Erscheinungsweise je nach dem verschiedenen 
Standpunkte der Auffassung zurückführt.*' „Mit der Schellingschen 
Identitäteansicht begegnet sie sich insofern, als diese den unter- 
schied des Geistigen und Körperlichen auf ein relatives Über- 
gewicht von Subjektivität und Objektivität in der Selbstevolution 
des Absoluten zurückführt; nichts aber hindert, den inneren und 
äußeren Standpunkt der Betrachtung, von dem aus nach unserer 
Ansicht etwas als geistig oder körperlich erscheint, als subjektiv 
oder objektiv zu fassen.*' Sie hat zugleich „eine ganz materia- 
listische Seite, indem nach ihr der Geist, die Seele immer nach 
Maßgabe lebendig bestehen kann, als das was auf äußerem Stand- 
punkt als lebendiger Leib erscheint, besteht, \md eine ganz idea* 
listische* Seite, sofern die leibliche Erscheinung nur in Abhängig" 
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keit von der geistigen Erscheinung besteht und die ganze materielle 
Welt nur der Aufiere Ausdruck der göttlichen Selbsterscheinung 
ist/' „Sie l&fit femer erkennen, wie die dualistische Ansicht aus 
der Verwechselung der zwei ganz verschiedenen AufPassungsweisen, 
welche dasselbe Wesen von zwei ganz verschiedenen, gegen ein- 
ander äußerlichen Standpunkten darbietet, mit zwei ganz ver- 
schiedenen gegen einander äußerlichen Wesen hervorgeht; sie stellt 
endlich den erklärenden und klärenden Gesichtspunkt ebenso fOr 
die üransicht der Völker, welche Materielles und Ideelles, Körper- 
liches und Geistiges nicht scheidet noch unterscheidet, wie für die 
vielfachen Ansichten, in denen beides unklar vermischt wird/' 

V. Vertiefung der Grundansicht. ^Die auf faktischer 
Grundlage gegebene Erklärung, daß Leib und Seele zwei ver- 
schiedene Erscheinungsweisen desselben Wesens sind, läßt die 
Frage nach der Beziehung übrig, welche überhaupt Erscheinung 
zum Wesen hat/' Es ist eine doppelte Ansicht möglich: JN^ach 
der einen gibt es doch abgesehen vom Zusammenhange der Er- 
scheinungen ein Etwas so zu sagen dahinter, was den Zusammen- 
hang der Erscheinungen selbst vermittelt, wodurch dieselben als 
wie durch einen festen Kern zusammengehalten werden, wovon 
sie abhängen, wovon sie ausgehen, was man als Wesen der 
Existenz fftßt, oder eine Mehrheit solcher Wesen, aus deren Wechsel- 
beziehungen die Erscheinungen selbst ableitbar sind, eine Ansicht, 
mit weldier die gemeine am meisten übereinkommt, und welche 
philisophischerseits namentlich durch Kant und Herbart veriareten 
wird, aber auch dem spinozistischen und dualistischen Systeme 
unterliegt. Nach der anderen Ansicht bildet der Zusammenhang 
der möglichen und wirklichen Erscheinungen selbst das Wesen 
der Existenz, ohne daß ein davon unabhängiges^ abgesondert davon 
denkbares Wesen oder eine Mehrheit solcher Wesen dahinter noch 
anzunehmen, indem der Kern, der Halt, das Band, was man für 
die Erscheinungen sucht, in der Einheit des göttlichen und ge- 
schöpflichen Bewußtseins einerseits, ihren unveränderlichen Gesetzen 
und Verhältnissen andererseits begründet liegt; eine Ansicht, der 
wir selbst geneigt sind, beizutreten." 

So resultiert die Weltansicht: 

„Alle Erscheinungen, die es gibt, sind Sache eines all- 
gemeinen, in einer höchst-en Einheit verknüpften und abgeschlossenen 
Bewußtseins. Außerhalb desselb«i gibt es nichts, was gewußt 
werden kann, und was es überhaupt außer dem aktualen Welt* 
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bewoBtsein gibt, ist nur die Mögliohkeit ferneren aktaalen Be- 
wußtseins oder sind Abstrakta daraus, die schließlich in dasselbe 
Bewußtsein fallen. Dieses allgemeine Bewußtsein, das göttliche, 
aber gliedert sich in untergeordnete Bewußtseinseinheiten, die 
Seelen, davon jede nur einen gewissen Teil des allgemeinen Be- 
wußtseinsinhalts in sich schließt, den anderen ausschließt, indes 
das allgemeine Bewußtsein nicht nur den Bewußtseinsinhalt aller 
Seelen, sondern auch [die] das Bewußtsein übergreifenden Be- 
ziehungen zwischen ihnen einschließt, also nicht in ihrem Einzel- 
bewußtsein, noch der Summe derselben aufgeht/^ 

„Nicht nur über den Onmd, sondern auch über das Wesen 
der höchsten, letzten, d. i. göttlichen Bewußtseinseinheit Iftßt sich 
nicht weiter spekulieren, sondern es ist ein Orenzpunkt der Spe- 
kulation hier zu sehen. Wohl aber läßt sich die, der göttlichen 
gleichartige, weil in ihr begründete Bewußtseinseinheit in uns 
selbst aufzeigen — wie sie ist, hat man sie zu nehmen — , sie 
laßt sich nach den ihr untergeordneten und von ihr abh&ngigen 
Verhältnissen und Bestimmungen ins Auge fiassen, und es läßt 
sich unter Wahrung eines Prinzips der Erweiterung und Steige- 
rung, welches bei aller Übertragung von Verhältnissen unserer 
Endlichkeit auf die Sphäre des Göttlichen maßgebend sein muß, 
ein Gedanke der göttlichen Bewußtseinseinheit und ihrer Be- 
stimmungen darnach fassen.'^ 

II4. Über die Beziehung zwischen Leib und Seele; 
Pflanzenseele (i — 299). 

II5* Naturphilosophie; ältere Bearbeitung (i — 343). 

116. Naturphilosophie; älteste BearbeituDg (i — 433). 

II 7« Vorbereitung zur zweiten Auflage von Einige Ideen 
zur Schöpfungs- und Entwicklungsgeschichte der Orga- 
nismen (i — 388). 

1x8. Ausführungen zur Grundbeziehung des mate- 
riellen und geistigen Prinzips (i — 545). 

119. Ausführungen zur Natui^philosophie, ältere Be- 
arbeitung (i — 491). 

120. Ausführungen zur Naturphilosophie; älteste 
Bearbeitung (i — 360). 

121 — 124. Zur Naturphilosophie (i — 577); (i — 74); 

(1—403); (1—479). 

125. Über die Wirkung yon Opium und Alkohol 

(1-119). 
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It6. Notizen zur Psychophjsik (i — 126). 
127, Exzerpte zur Psjchophjsik (i — 96)* 
It8 — 130« Notizen zur Naturphilosophie (i — 307); 
(1—548); (1—324). 

Tersuclie und Beolwcbtiuigen. 
0; 131— 134. P; 135—138. Q; 139—143. R; H4. S; 145. 

xjl. Versuche zur experimentellen Ästhetik (i — 95); 
Punkt über Strich von gegebener L&nge; Ellipsen; Rechtecke; Kreuze. 

132. Beobaohungen über wohlgefftllige Seitenver- 
hältnisse, insbesondere am Bechteck (i — 137). 

133. Beobachtungen und Berechnungen über den 
goldenen Schnitt (i — 276). 

134. Berechnungen zu ästhetischen Experimenten 
(i — lOl). 

13s« Material zu den Versuchen zur experimentellen 
Ästhetik. 

Z36. Beobachtungsmaterial über Assoziation von 
Farben und Vokalen (i — 38). 

137* Augenmaßyersuche (i — 88). 

138. Augenmaßversuche; Berechnungen (i — 243). 

139. Versuche über Gehör und Gesicht (i — 131). 

140. Gewichtyersuche (i — 84). 

X4X; X4a. Tastsinnversuche (i — iio); (i — 45). 
143 — 145* Berechnungen zu den Tastsinnversuchen 
(i — 145); (i— 661); 1—608). 

KoUektivmaßlekre. 

T; 146—149. U; 150—155. 

146 — 149. Manuskripte zu dem im Auftrage der 
Gesellsch. d. Wissensch. im Jahre 1897 herausgegebenen 
Werke:„Kollektivmaßlehre*'(i — 195); (i— 181); (i — 183); 
(i— 214). 

150 — ISS- Fragmente zur Eollektivmaßlehre: Studien 
über Asymmetrie, meteorologisches Material (i — 186); Maße 
der Boggenhalme (1—30); Maße der Galleriegemälde (i — 210); 
Wahrscheinlichkeitsbestimmungen (i — 143); Mateiialien und Aus- 
fuhrungen zur Eollektivmaßlehre (i — 86); (i — 124). 
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Nachträgliche Bemerkung zn meiner U. Mitteilang 
über den HUbertschen UnabhäDgigkeitssatz/) 

Von 
A. May^b. 

Meine letzte Note gibt zwar in ihrem Satze Y ausdrClcklidi 
aB| wie man aus den vollständigen Lösungen der Differential- 
gleicbungen des Yariationsproblems I in allgemeinster Weise solche 
Lösungen dieser Differentialgleichungen ableiten kaim, welche mit 
einem System Lösungen des HiLSBRTSchen Problems 11 in den 
Beziehimgen stehen: 

^i^goi^ bin ich erst, als ich meine Resultate mit denen ver- 
gleichen wollte, welche Hilbb&t in der 8. 67 zitierten Arbeit 
unter der Voraussetzung r » für das Problem I entwickelt, 
darauf aufinerksam geworden, daß ich ganz vergessen hatte, auch 
ausdrücklich hervorzuheben, wie man diese zugehörigen Lösungen 
des Pt'oblems U erhlüi Im Grunde ist das allerdings selbstver- 
stftndlich; immerhin läßt aber diese Versäumnis doch eine gewisse 
Lücke in meinem Aufsatz zurück, und daher möchte ich ihm 
die folgende kurze Bemerkung naohschioken, die direkt an den 
Satz VI von S. 63 anknüpft: 

Zur gleichzeitigen Auffindung solcher zusammengehöriger 
Lösungen der Differentialgleichungen (2) und des Problems IT 
ei^bt sich aus dem Satze V und den Identitäten (28) zunächst 
unmittelbar die folgende Begeh 

Nachdem man der Vorschrift des Satzes V gemäß aus den 
vollständigen LösungeQ der Differentialgleichungen (2) das neue 
System Lösungen: 

i) S. 49 — 67 dieses Bandes. 



dieser Gleichungen abgeleitet hat, substitaiert man diese neoen 
Lösungen in die partiellen Differentialquotienten der Funktion Sl 
nach den y^ und eliminiert aus den so erhaltenen Werten: 

die n Eonstanten a^, . . .^ a^ mittels der n ersten Gleichungen (21). 
Hat sich hierdurch ergeben: 

(ß) g^ - O^d = M^^ yv • • •» y«) » 

so löst man diese n Gleichungen zusanmien mit den r gegebenen 
Bedingungsgleichungen des Problems I: 

(i) ff-O 

nach den n + r Unbekannten y[, . . ., ^», X^, . . ., X^ auf. Die 
Auflösungen (a) dieser n 4~ ^ Gleichungen bilden dann ein System 
Gleichungen, denen die Lösungen (21) identisch genügen und 
deren rechte Seiten zugleich Lösungen des Problems 11 sind. 

Die Berechnung der Werte der partiellen Differentialquotienten 
von i^ ist jedoch nur ein unnötiger tJmweg. 

Die Lösungen (21) genögen nämlich einerseits den Glei- 
ohungen (i) und (/3), andererseits aber selbstverständlich auch den 
Gleichungen: 

(y) y;-||, !(, =.!(,. 

Mit den letzteren Gleichungen befriedigen sie daher zugleidi die- 
jenigen, die aus diesen Gleichungen entstehen, wenn man o^, . . ., a^ 
mit Hilfe der n ersten Gleichungen (21) eliminiert, also müssen 
die auf diese Weise erhaltenen Werte der ifl und Xq ausgedrückt 
in den Yariabeln x^ y^, . . ., y^ notwendig zusammenfallen mit 
den Auflösungen («) der Gleichungen (i) und (ß). 

Man erhält demnach diejenigen Lösungen des Problems H, 
mit denen die Lösungen (21) der Differentialgleichungen (2) durch 
die Formeln («) yerbunden sind, einfach dadurch, daB man in 
den aus (2 1 ) folgenden Gleichungen (y) fOr o^, . . ., a^ die Auf- 
lösungen der n ersten Gleichungen (21) einsetzt. — 
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Experimentelle Untersnclinngeii ftber lamellare 

Doppelbrechung. 

Von 
JoBAimzs Fbiedel. 

Im folgenden soUen Versuche beschrieben werden, die an- 
gestellt worden znr Früfong der von Herrn Prof. Wiener auf- 
gestellten Theorie des optischen Verhaltens von Mischkörpem 
mit geschichtetem Bau.^) Das wesentlichste Resultat dieser 
Theorie besteht darin, daß ein solcher Lamellarkffrper sich wie 
ein einachsiger Kristall yerh&lt, dessen optische Achse senk- 
recht zur Schichtung steht, vorausgesetzt, daß die Dicken der 
einzelnen Lamellen klein gegen die Wellenlänge sind, und die 
Dielektrizitätskonstanten der verwendeten Substanzen verschiedene 
Werte besitzen« Eine experimentelle Untersuchung derartig ge- 
schichteter Medien ist nicht nur an sich von Interesse, sondern 
es eröffnet sich hierbei die Aussicht, auf indirekte Weise die 
Frage zu entscheiden, ob die optischen Eigenschaften der Körper 
beim Übergang ^u sehr geringen Schichtdicken dadurch eine 
Änderung erfahren, daß die molekularen Eigenschafben durch 
die des benachbarten Mediums in iigend einer Weise modifiziert 
würden. 

Auf Anregung des Herrn Prof. Wieneb hatte ich schon vor 
zwei Jahren im hiesigen physikalischen Institut mit Untersuchungen 
hierftber begonnen, die aber infolge technischer Schwierigkeiten 
erst vor wenigen Monaten zu entscheidenden Versuchen geführt 



I) WiBHEB, Leipz. Ber. 54, S. 282, 1902. Wibheb, Physik. Ztschr. 5, 
S.332, 1904. 
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haben. Über Ausführung und Resultate dieser Versuche soll 
kurz berichtet werden, eine ausführliche Darstellung wird an 
anderer Stelle geschehen. 

Hentelluig der gesehiehteten Medien. 

Ein Körper, der den Voraussetzungen der WiENEBSchen 
Theorie genügt, muß „aus zwei Stoffen von verschiedenen 
Brechungskoeffizienten bestehen, die in parallelen Schichten jeweils 
konstanter und im Vergleich zur Lichtwellenlftnge kleinen Dicke 
miteinander abwechseln.^ Derartige Lamellen können durch Ze]>- 
stauben einer Kathode im Vakuum erhaltoi werden. Es wurden 
Silber- und Kupferbleche als Elektroden verwendet, die ge- 
wonnenen Niederschläge durch Einwirkung von Joddampf in das 
Jodid bezw. Jodür übergefQhrt, sodaß der erhaltene Körper aus 
einer großen Anzahl dünner Schichten von Silberjodid imd Kupfer- 
jodür bestand. 

Das Zerstäuben geschah in einem großen Bezipienten, der 
auf eine starke Glasplatte aufgeschli£fen war. Die Spiegelglas- 
platte, auf welche die Lamellen niedergeschlagen wurden, lag fest 
in der Mitte, die Kathoden waren so angebracht, daß man sie 
durch Drehungen von außen abwechselnd über die Glasplatte be- 
wegen konnte. Außerdem waren noch zwei Olimmerplatten, eben- 
fi&lls von außen drehbar, im Bezipienten angebracht, durch welche 
bestimmte Teile der Glasplatte gegen die Zerstäubungsprodukte 
abgeschirmt werden konnten. Durch diese Vorrichtung wurde 
erreicht, daß man in der Mitte der Glasplatte einen Lamellar- 
körper, an den Seiten jedoch zwei Gebiete erhielt, von denen 
das eine nur mit Silber, das andere nur mit Kupfer bedeckt 
war. Hierdurch war es möglich, zu bestimmen, in welchem 
Maße die einzelnen Substanzen im geschichteten Körper vertreten 
waren. Auch konnte man mit Hilfe dieser seitlichen Gebiete 
fbststeUen, daß die einzelnen Substanzen an sich keine Doppel- 
brechung zeigten. 

Die WiENERSchen Formeln erfordern die Kenntnis der op- 
tischen Eigenschaften der einzelnen Substanzen. Für Jodsiiber 
ist die Dispersion durch die Messungen von Weenioks^) bekannt. 
Die Brechungsexponenten des Kupferjodflrs sind bisher nicht ge- 
messen; ich bestimmte sie in bekannter Weise nach der Methode 



i) Wuuncxx, Pogg. Ann. 159, S. 217, 1876. 



EZFBBIKBHTBLLS UmTEBSUCHUMOBM ObBR LAMBLLABK DoPPELBBBCHüNO. 317 

der Interf^renten. Die Absorption des Eupfeijodttrs xit, ebenso 
wie die des Jodsilbers, fOr die benuteten Farben sehr geling. 

6ftig der Untersnelmigeii. 

IHe Beihenfolge der Messungen ist bestimmt durch die 
WiEMEBsdien Formeln^): 

n« «1* "^ nl 

worin ft^, 94 die Brechungsexponenten, 

d^, dg die relativen Dicken der einscelnen Substanzen be- 
deuten. 

Es wurden zunächst Dickenmessungen ausgeführt, sodann 
wurde der Brechungsezponent in der Achsenrichtung n^ bestimmt, 
und schließlich zur indirekten Bestimmung von n^ der Betrag 
der Doppelbrechung ermittelt. 

Die Dickenmessungen nach der WuSNERSchen Methode*) ge- 
schahen am Lamellarkörper selbst, sowie an den seitlichen Gebieten, 
wo die Substanzen getrennt niedergeschlagen waren. Sind d^ 
und (2| die Dicken der letzteren, so findet man: 

Die Messung von n^ wurde durch Bestimmung der Interferenzen 
im reflektierten, spektral zerlegten Lichte ausgeführt, und auf 
Grund der gewonnenen Werte wurde eine Dispersionskurve ge- 
zeichnet, so daß direkte Yergleichung zwischen Theorie und 
Experiment möglich war. 

Die Messung der sehr geringen Doppelbrechung gelang, indem 
der Gangunterschied der paraQel und senkrecht zur Einfallsebene 
schwingenden Komponenten durch ein 0,086 A-Olimmerpl&ttchen 
kompensiert wurde. Zwischen den Hauptbrechungsexponenten und 
der Fhasendiferenz J einer Eristallplatte (J_ zur Achse) besteht 
nun die Beziehung: 



1) WimsE, 1. e. 

2) WnonB, Wied. Ann. 31, S. 635, 1887. 
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wenn d die Dicke, % den Einfallswinkel und n' den Brechnngs- 
indez des einschließenden Mediums beseichnet. Mit Hilfe der 
bereits ermittelten Werte n^ kann man zu jedem Gangunterschied 
den entsprechenden Wert von n^ rückwärts berechnen und mit 

dem theoretischen vergleiGhen. Die 
Messungen geschahen unter Ver- 
wendung von Lichtfiltem in rotem 
(657 iiii)j grünem (556 f*fi) und 
blauem Licht (460 ftft). Zur Be- 
seitigung der mehrfach reflektier- 
ten Strahlen waren die zu unter- 
suchenden Spiegel zwischen zwei 
identische Prismen mit Kanada- 
baisam gekittet. Bezeichnet e den 
Einfallswinkel des in Luft auf das 
Prisma fallenden Strahles (s. Fig.), 
q> den brechenden Winkel, n' den Brechungsezponenten des 
Prismas, so folgt fOr den Einfallswinkel % des im Glas auf die 
Schicht einfallenden Strahles: 

sint = -7(sinecoS9 4- ^n'* — sin^c • sing?) 




BesalUte. 

Der Spiegel, dessen üntersudiung im folgenden beschrieben 
werden soll, wurde gewonnen, indem Silber jedesmal eine halbe, 
Kupfer jedesmal eine ganze Minute zerstäubt wurde, der erhaltene 
Körper bestand aus 70 Lamellen, er besaß eine Dicke von 
2,163 fi. Die relativen Dicken bestimmten sich zu 

i^ » 0,496 fOr Sübeijodid , 
if — 0,504 fOr Kupfeijodflr . . 

Es war somit die mittlere Dicke einer 

Silbeijodid -Lamelle » 30,29 f*fi 
Kupferjodür- Lamelle — 30,77 fift. 

Die Ergebnisse der Interferenzbeobachtungen sind in folgender 
Tabelle vereinigt, und zwar habe ich der Kürze halber die 
direkten Beobachtungen, nicht die durch graphische Interpola- 
tion gewonnenen wiedergegeben, zumal die Unterschiede gering- 
fügig sind: 
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Tabelle I. 



Ordn. 


X 

1 


n^ (beob.) 


^1 


n. 


n^ (ber.) 


13 


680,9 

^35,1 
598,0 

565,2 

537,2 
512,6 

493,2 

475,7 


2,046 
2,055 


2,140 


1.935 


2,040 
2,054 


14 


'2,155 1,950 
2,180 1,965 

1 

2,195 1,985 


15 
16 

17 
18 

19 
20 


2,073 


2,075 


2,090 


2,092 
2,114 
2,139 


2,111 

2,133 
2,166 

2,199 


2,220 


2,005 


2,250 


2,025 


1 2,280 


2,045 


2,165 
2,197 


i 2,310 


2,080 



Eine genaue Prüfung der Theorie ist in diesem Ergebnisse 
bei Berücksichtigung der verhältnismäßig geringen unterschiede 
der Brechungsexponenten nicht enthalten. Diese liefert erst die 
Bestimmung der^ Phasendifferenzen. Dabei war für jede Farbe 
der Winkel e einmal = 22,1 6^ das andere Mal = 17,66®. Ferner 
war g) = 11,80®,^ die Brechungsexponenten des Prismas für die 
drei Farben waren 1,520 bezw. 1,525 bezw. 1,530. Folgende 
Tabelle gibt die*Resultate der Messungen. 

Tabelle H. 



i 


t 


»1 


14 


J (beob.) J (ber.) 

1 


no(b«ob.) j 


Ho (ber.) , n 


.^(ber.) 


657 


26,17 


"y XAC \ f f^"* p 


0,0038 


0,0040 


2,044 


2,034 
2,042 

2,034 


2,031 
2.089 


23.31 


'^i*-*tb 


*tyj3 


0,0029 
0,0039 


0,0032 


556 


26,12 

23,27 


1 200 


T ftftC 


0,0042 


2,097 


2,088 

2,099 

2,087 

2,223 

2,240 

2,222 


^,^UU -^,77^ 


0,0034 


0,0034 


460 


26,07 


1 76c '' T tCk 


0,0059 


0,0064 


2,236 




2,226 


23,24 


^fO^O 


*,* '■^ 


0,0048 

1 


0,0051 



Beide Tabellen zeigen, daß die Übereinstimmung zwischen Be- 
obachtung und Rechnung innerhalb der Fehler eine hinreichend 
genaue ist. Diese Messungen (zusammen mit den übrigen von 
mir ausgeführten) geben die Berechtigung, im Prinzip die WiENEBSche 
Theorie als bestätigt anzuerkennen. Weitere Versuche, welche 
die Frage einer etwaigen Grenze ihrer quantitativen Gültigkeit 
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UDd die Möglichkeit einer etwaigen Modifizierung entscheiden 
sollen, beabsichtige ich demnächst auszufahren. 

Die Versiiehe von Braun. 

Analoge Versuche für elektrische Wellen sind bereits von 
Braun ausgeftihrt worden; er zeigte, daß ein geschichtetes 
Dielektrikum, das aus Backsteinen hergestellt war, sich wie ein 
doppelbrechender Körper verhält.^) Vor kurzem hat nun Braun 
ähnliche Untersuchungen auf optischem Gebiete veröffentlicht, die 
also den gleichen Zweck wie die meinigen hatten.^) Er hatte 
zur Schichtung dünne Häute von Kollodium und Aloeharz ver- 
wendet und auf diese Weise einen Körper gewonnen, an dem 
eine verhältnismäßig starke Doppelbrechung zu konstatieren war. 
Wendet man die WiENERSche Theorie auf diese Substanzen an. 
80 ergibt sich folgendes: Die Brechungsexponenten der einzelnen 
Stoffe sind 1,517 und 1,56. Nach den obengenannten Formeln 
berechnet sich dann für gleiche Schichtdicken der unterschied der 
Hauptbrechungsexponenten zu 0,0006, eine Doppelbrechung, die 
bei der großen Zahl von Schichten wohl meßbar wäre. Das 
Verhalten der BRAUNSchen Präparate ist aber nach seinen eigenen 
Angaben in erster Linie darauf zurückzuführen, daß die ver- 
wendeten Kollodiumhäute beim Eintrocknen schon an sich sehr 
stark doppelbrechend werden. 

Während der Drucklegung dieser Arbeit sind von Braun 
weitere Versuche veröffentlicht, welche für den Tabaschir qualitativ 
den Nachweis einer durch Schichtung hervorgerufenen Doppel- 
brechung erbringen.') 

Leipzig, Physikalisches Institut der Universität, im Juni 1 905 . 



i) Braun, Physik. Ztschr. 5, S. I99i 1904. 

2) Braun, Dmd. Ann. 16, S. 278, 1905. 

3) Braun, Drud. Ann. 16, S. 364, 1905. 
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SITZUNG VOM 30. OKTOBER 1905. 

Eingang Ton Bankschreiben; geschäftliche Mitteilungen; Tausch- 
verkehr. 

Entsprechend dem Ersuchen der kartellierten Akademien hat die 
kgl. preuß. Akademie d. Wissenschaften in Berlin die Herren Karl Elsin 
und YAN^T Hoff zu Mitgliedern des far die Herausgabe einer „Chemie 
der Minerale^* eingesetzten engeren Ausschusses delegiert; die Genannten 
haben sich bereit erklftrt, das Mandat zu übernehmen. 

Zur Aufiiahme in die Berichte werden bestimmt: 

1. Eine Abhandlung von Herrn Ebhst von Mbtbr in Dresden, o. M.: 
,,Über Eonstitntion und Bildungsweise der Kyanallrine genannten 
trimolekularen Nitrile*\ 

2. Eine durch Herrn Adolf Maybr, o. M., übermittelte Arbeit von Herrn 
GsoRG ScHXFFSBs iu Danustadt: ,^bene Eurvennetze ohne Umwege*^ 

GEMEINSAME ÖFFENTLICHE SITZUNG 

BEIDER KLASSEN AM 14. NOVEMBER 1905 

ZUR ERINNERUNG AN LEIBNIZ. 

In dieser Sitzung hielt der Sekretär der mathem.-phjs. Elasse, 
F. ZnucRL, folgende Ansprache: 

Am verflossenen 6. Oktober wurde mit vielen anderen Akademien 
auch unsere Gesellschaft der Wissenschaften von einem herben Ver- 
lust betroffen; ihr früher einheimisches, dann auswärtiges Mitglied 
Febdutahd Frhr. v. Richthofen, einst Prof. der Geographie an unserer 
Universität, starb in Berlin nach einem Schlaganfall in seinem 73. Lebens- 
jahr. Eine Fülle von kurzen Nekrologen ist diesem großen Forscher, 
diesem vielbetrauerten, wahrhaft edlen Mann schon auf das frische 
Grab gelegt worden, zahlreichere andere ausführliche werden folgen. 
Sie werden allesamt rühmen, wie schon in seinen ersten Arbeiten über 
die ungarisch-siebenbürgischen Trachjtregionen und über die Umgegend 
von Predazzo sich die unverkennbaren Spuren jener großzügigen origi- 
nellen Auffassung und jenes Ideenreichtums offenbaren, die dann in 

M»fh..pb7i. KlaMe 1906. Bd. LTH. 22 
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dem leider nicht ganz vollendeten fundamentalen Riesenwerk über 
China nnd in anderen Schriften znm vollen Ausdruck kamen, sie werden 
laut die hervorragende Lehrtätigkeit in Berlin preisen, die vielseitige 
Anregung, die allezeit von ihm ausgegangen. 

Uns dürfte es vielleicht mehr ziemen, rückschauend den Blick zu 
werfen auf v. Bichthofens vierjährige Wirksamkeit hier in Leipzig, 
wohin er 1883 als Nachfolger Psschels nach längerem Unbesetstsein 
der geographischen Lehrkanzel von Bonn berufen wurde. Die Erinne- 
rung vieler von uns sieht seine hohe vornehme Gestalt noch als Tor- 
sitzenden unseres Vereins für Erdkunde, wo er alle die verzweigten 
Interessen desselben förderte, den wissenschaftlichen Sinn pflegte, die 
Mitglieder in gegenseitigen anregenden Verkehr brachte, wo er auf- 
opfernd arbeitete für das Zustandekommen von Vorträgen, für die 
Aufrechterhaltung der Verbindung mit anderen Gesellschaften. Und 
wenn er selber einen seiner meisterhaften und formvollendeten Vorträge 
darbot, so erhöhte den Beiz das Bewußtsein, daß es nicht ein Schreib- 
tischgeograph war, der da zu uns sprach, vor uns stand ja ein Mann, 
der, selbst einer der berühmtesten Beisenden der damaligen Zeit, in 
drei Erdteilen überreiche Erfahrungen unter schweren Mühsalen und 
Entbehrungen errungen hatte. 

Dieses uns zu gute gekommene Wirken v. Bichthofbits läßt sich 
nicht trennen von seiner akademischen Tätigkeit und von der als 
Schriftsteller. Die Formen und Erscheinungen der Erdoberfläche nicht 
bloß als solche hinzustellen, sondern als Erfolge von Eräftevrirkungen 
in ihrem Wesen und Entstehen zu erfassen, darin, in dieser Betonung 
des Eausalitätsverhältnisses, in dieser Hervorhebung des genetischen 
Standpunktes, darin liegt der große Fortschritt der modernen Behand- 
lung der physischen Geographie, welcher v. Bjchthofen durch seine 
Vorlesungen und durch seine Schriften einen mächtigen Impuls gegeben 
hat. Ja, wir dürfen eigentlich stolz darauf sein, daß sein in dieser 
Hinsicht besonders klassisches Werk mit dem anspruchslosen Titel 
„Führer für Forschungsreisende'' hier in Leipzigs Mauern, an der Ecke 
der Harkortstraße und des Floßplatzes niedergeschrieben worden ist, 
das Buch, das jetzt schon zwei Jahrzehnte hindurch zu tun und zu 
denken gegeben hat, mit seiner gewaltigen Fülle von neuen Gesichts- 
punkte^, Beurteilungen von wichtigen theoretischen Fragen, mit seinen 
Versuchen, die Oberflächenformen auf genetischer Grundlage systema- 
tisch einzuteilen und charakteristische neue Bezeichnungsweisen fOr 
die abgesonderten Kategorien vorzuschlagen. Es ist erklärlich, daß, 
während dieses Buch Form gewann, sein Verfasser einen Beitrag zu 
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den Berichten oder Abhandlungen tmaerer Gesellschaft nicht leicht 
spenden konnte. Vielleicht aber hat v. Ricbthofes gerade seine besten 
und am meisten begeisterten Schiller in den damals noch so elenden 
B&Qmen seines Leipziger Institats aof dem Hof neben dem jetzt ver- 
schwondenen alten Krenzgang ansgebüdet. 

Als er ans 1886 verließ, da durfte sich nnsere üniTersitöt, die 
einer ihrer besten Zierden beraubt wurde, einigermaßen damit trösten, 
daß es am Ende weniger gerade die rivalisierende Schwesteranstalt war, 
die ihn nach Berlin zog, als vielmehr das Gefühl einer Yerpflichtung 
gegen den preußischen Staat, der ihm langjährige Reisen in fremden 
Erdteilen zum großen Teil finanziell ermöglicht hatte, andererseits auch 
die Zuversicht, in der Beichshauptstadt , in deren weiten und einfluß- 
reichen Kreisen noch besser als von hier aus fSr das Gedeihen der 
geographischen Wissenschaft wirken zu können. Albzandsb v. Humboldt 
hatte ihm in Berlin, Sir Bodkrick Mdrchison in London gezeigt, was 
alles der rechte Mann an der rechten Stelle durchzusetzen vermag, um 
die Lösung wichtiger geographischer Probleme zu unterstützen. Auch 
auf diesem Gebiete, wo er alles nach besten Kräften erfolgreich in die 
Tat übersetzte, wird sein Hinscheiden eine empfindliche Lücke zurück- 
lassen. Geloben wir, meine Herren, das Bild des bei allem Bewußtsein 
der eigenen Kraft wahrhaft liebenswürdigen und treuer Freundschaft 
fähigen Mannes nicht vergessen zu wollen. 



Als ord. Mitglied der math.>phys. Klasse sprach Herr v. Obttotobn 
über: „Die Mängel der psychischen Fähigkeit, perspektivische Bilder 
richtig vorzustellen"; zum Abdruck in den Berichten. 
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srrzuNö VOM so. Oktober 1905. 

Ober Eonstitation nnd Bildnngsweise 
der Kyanalkine genannten trimoleknlaren Mtrile. 

Von 
Ernst von Meyer. 

Die Nitrile, Cjanverbindungen von der allgemeinen Formel: 
R'CN, in der R' ein einwertiges Alkyl (Methyl, Äthyl, Benzjl u. a.) 
bedeutet, lassen sich durch geeignete Agentien in Polymere über- 
fahren, von denen trimolekiUare Nitrile am längsten bekannt sind. 
Dimolekulare^ bisher nur aus Nitrilen der aliphatischen und fett- 
aromatischen Reihe gewonnen, wurden erst in neuerer Zeit ent- 
deckt (vergl. die Studie des Verf. in diesen Berichten 1892, 
S. 403). 

Die chemische Konstitution beider Klassen von Verbindungen 
kann als im wesentlichen aufgeklärt gelten, während ihre Bildungs- 
weisen noch nicht in allen Punkten durchsichtig sind. Nach 
einigen geschichtlichen Bemerkungen sollen die wichtigsten Er- 
gebnisse zahlreicher Untersuchungen des Verf. und seiner Schüler 
über trimolekolare Nitnle mit besonderer Berücksichtigung der 
Konstitution und Bildungsweisen dieser Stoffe zusanoimengestellt 
werden. Die meisten dieser Experimentalarbeiten finden sich im 
Journal f. praktische Chemie (zitiert als J. pr. Ch.), einige sind 
bisher nur als Dissertationen veröffentlicht. 



QeschidiÜiches: Das erste Kyanalkin entdeckten H. Kolbe 
und E. Franklakd. Durch Einwirkung von Kalium') auf Cyan- 
äthyl gedachten sie das oft gesuchte Radikal Äthyl (C^Hg) zu 
isolieren, fanden jedoch als unerwartetes Produkt der heftigen 
Reaktion eine starke einsäurige Base: CgH^gN,, die sie Kyanäthin 
nannten. Sie erkannten zwar dieselbe als trimolekulares Cyan- 

i) Ann. Ghem. 65, 269 (1847). 
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äthyl, jedoch schlug ihr Versuch, die Konstitation des letzteren 
durch eine Formel zu versinnlichen, fehl. — Auch die Auffindung 
des dem Kjanäthin homologen trimolekularen Cyanmethyls, des 
Kifamne&iinSy durch A. G. Bayer ^), förderte weder die Frage der 
Konstitution, noch die der Bildungsweise der Kyanalkine; im 
Gegenteil, Bater wurde durch eine unrichtige Beobachtung zu 
einer irrigen Autfassung ihrer Entstehung geleitet. 

Ganz anders geartete trimolekulare Nitrile als die Kyanalkine 
sind die aus Nitnlen der aromatischen Eeihe durch Einwirkung 
von Natrium und anderen kräftigen Agentien dargestellten Ver- 
bindungen, deren Hauptvertreter das Eyaphenin: (Cg 115)3 (CN)^, 
also trimolekulares Cyanphenyl ist. Während die Kyanalkme aus 
den aliphatischen Nitrilen und ähnlichen unter Atomverschiehung 
(Wanderung von Wasserstoff) hervorgehen und daher einen un- 
symmetrischen Bau aufweisen, ist das Kyaphenin symmetrisch 
konstruiertes Cycmwrtripheviyl. Im folgenden ist die Frage der 
Konstitution auch dieser Verbindungen im Gegensatz zu der Zu- 
sammensetzimg der Kyanalkine zu berühren. — 

Ckemiseke KenstitHtien der Kyanalkine. 

Unter den zahlreichen Kyanalkinen, die man jetzt kennt, 
ist das KyanäÜiin am sorgfältigsten erforscht, daher das Para- 
digma, an dem die wichtige Frage nach der Konstitution aller 
dieser Verbindungen am besten erörtert wird. Die früher ge- 
machten Versuche, dieses Problem zu lösen, mißlangen^), da das 
chemische Verhalten des Kyanäthins noch viel zu wenig unter- 
sucht war. 

Durch eine Reihe von Arbeiten des Verfassers^) wurde die 
genaue Kenntnis der chemischen Natur der Kyanalkine, ins- 
besondere des Kyanäthins, angebahnt; aber erst auf einem üm- 
w^e, durch Synthese, gelang es, Einblick in seine Konstitution 
zu gewinnen. Die Formel, welche letztere versinnlicht, steht in 
gutem Einklänge mit allen Umwandlungen, die das Kyanäthin 
zeigt; auch ist sie, passend abgeändert, ein klarer Ausdruck der 



i) Ber. 2, 319 u. 4, 176. 

2) Vergl. Kolbk-Fbankland, a. a. 0. S. 287; Bayee, Ber. 2, 320. 
WmjcBHüs, Kurzes Lehrbuch d. org. Chemie, S. 517. 

3) J. pr. Ch. (2) 22, 261 ; 26, 337; 39, 262. Über andere ünter- 
rochxmgen 8. unten. 
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ZosammensetzuBg aller dem letzteren entsprechenden Kjanalkine. 
Unerwarteterweise erwiesen sich diese Verbindungen als Ab- 
kömmlinge eines zyklischen Stammkörpers, des sogen. Pyrimidins: 

Diese Erkenntnis wurde für das Kyanäthin auf folgendem 
Wege erlangt: In erster Linie durch Erforschung seines chemisclien 
Verhaltens. Wird Ejanftthin mit konzentrierter Salzsfture im 
Einschlußrohr auf i8o^ erhitzt, so geht es glatt unter Austritt 
von I Mol. Ammoniak und Aufnahme der Elemente eines MoL 
Wasser in eine Hydroxylverbindung über, die „Oxybase"*) des 
Eyanäthins: 

C9Hi,Nj(NH,) + H,0 + HCl = H,N • HQ + C»Hi,N,(OH). 

Kyanäthin „Oxybaee^^ 

Ist, wie hier angenommen, Hydroxyl in der neuen Ver- 
bindung enthalten, so muß an dessen Stelle im Kyanftthin Amid: 
(NHj) vorhanden sein: Aus dieser besonderen Funktion des einen 
Stickstoffatoms läßt sich zwanglos die Tatsache erklären, daß 
Eyan&thin eine einsäurige Base ist. — Daß nun die „Oxybase^^ 
die auch durch Einwirkung salpetriger Säure auf Kyanäthin 
leicht entsteht, Hydroxyl enthält, wurde aus ihrem Verhalten zu 
Fünffach- Chlorphosphor ^) geschlossen: nach folgender Gleicbung 
entsteht damit glatt die Verbindung CgH^jN^Cl: 

CjHijNjOH -f PCI5 = HCl + POCI3 + CgHijNjCl. 

Dieselbe läßt sich durch Einwirkung von Ammoniak unter 
Austausch ihres Chloratoms gegen Amid in Kyanäthin über- 
führen: 

C,Hi,NjCl + H3N - C,Hi,N,(NH,) • HCl. 

Andere Umsetzungen des Chlorids, bei denen das Chlor 
durch verschiedene Radikale, auch durch Wasserstoff ersetzt 
wird, sind bei der weiter unten gegebenen Übersicht kurz be- 
schrieben. — 

Alle diese Reaktionen geben nur Aufschluß über die Bolle 
eines der 3 Stickstoffatome im Kyanäthin. Zur Erkenntnis der 
Konstitution des übrigen Gebildes führten synthetische Vorgänge, 
und zwar gelang der Aufbau der sogen. „Oxybase^^, deren naher 
Zusammenhang mit dem Kyanäthin oben erörtert wurde. Pinnbb 



i) J. pr. Ch. 2a, 267. 2) J. pr. Ch. 22, 273 flg. 
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hatte in seineD ansgezeichneten Untersuchungen üher die Ämidine 
gezeigt, daß diese sich mit Acetessigester zu zyklischen Ver- 
hindungen, Ahkömmlingen des Pyrimidins^ kondensieren lassen. 
Die Umsetzung des Acetamidins z. B. erhellt zunftchst aus fol- 
gender Gleichung, in der für Acetessigester die Enolformel an- 
genommen ist: 

CH, 

NH CH. N— C 

/ I /- \ 

CH3.C +C(OH) ^HjO + CjHgOH + CHjC CH. 

\ II \ / 

NHg CH N— CO 

H 



COOCgHg 

Nach der jetzt gewonnenen Vorstellung üher die Kon- 
stitution solcher zyklischer, sauerstoffhaltiger Yerhindungen ist 
eine andere Auffassung derselben, wonach sie tautomer sind, nicht 
nur zulässig, sondern durch zahlreiche gewichtige Gründe ge- 
stützt. Die tautomere Form obiger Verbindung ist die folgende: 

CH3 
N— C 

CH3 • C CH; also die eines IHn^hyloxypyrimidins , durch 

\ / 
N=C(OH) 

Verschiebung des Wasserstoffatoms vom Stickstoff zum Sauerstoff 

entstanden. Die Stammform, das Pyrimidin ^), hat dementsprechend 

H 

N— C 

die Formel: H-Ci sCH. Zur bequemen eindeutigen Be- 

N=C 
H 

Zeichnung seiner Abkömmlinge versieht man die Kohlen- und 

Stickstoffatome in obiger Weise mit Zahlen. Jene Oxyverbindung 

ist also i'/^'IHmdhyl't'Oxypyri/tMdm, 



i) Die von 0. Widman (J. pr. Ch. 38, 189) statt Pyrimidin vor- 
geschlagene Bezeichnung Micufin hat, so viele Vorzüge sie bietet, 
keinen Eingang gefunden. 
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Meine Erwartung, daß aus den homologen Verbindongen 
Propionamidin (statt Acetamidin) und Propionjlpropionsftureester 
(statt Acetessigester) dieselbe Verbindung hervorgehen sollte, wie 
die ans Kyanäthin entstehende „Oxjbase^' C9H^N|(0H), bestätigte 
sich vollkommen. ^) Beide Ingredienzien reagierten gemäß folgender 
Gleichung: 

NH GjHg N— CCjHj 

/ • /' \ 

CjHg-C +C(OH) «HjO + OjHjOH + CjHgC CCH, 

\ II \ / 

NHj CCH, N=C(OH) 

COOCjHß 

Das hierbei gebildete i-z^-f^-IHäthylmetkyl't'Oxypynimdm 
stimmte in Eigenschaften und Verhalten genau überein mit 
jener Ozybase. Da nun diese durch Einwirkung von PCI5 
und dann von Ammoniak, wie oben dargelegt, in Kyanäthin Über- 
gefilhrt wird, so ist dieses als i-^-^-BiMhylmethyl-t-AmdO' 

N— C • CjHg 

^ \ 
pyrvimäm zu betrachten: C^Hg - C CCH3. 

\ / 

N=C(NH,) 

Das einfachste Kyanalkin, das Kyammefhm, ist nun 2-4- 

N— C • OH, 

/ \ 
Bi/n^hyl't'Amidopynmidin: CHj • C CH. Die aus ihm 

\ / 
N=C(NHj) 

durch Erhitzen mit Salzsäure erhaltene Oxyverbindnng erwies 

sich als völlig gleich^ mit dem von Pinner (s. oben) dargestellten 

2-4-Dimethyl-6-Oxypyrimidin; auch läßt dieses sich wieder in 

Kyanmethin umwandeln (mittels PCI5 nnd dann Ammoniak). 

Betrachtet man die Formeln der beiden Ejanalkme, so ist 

unschwer zu erkennen, daß und in welcher Weise dieselben ans 

3 Molek. eines Nitrüs entstanden sind: man muß sich vorstellen, daß 

unter dem Einfluß von Natrium 2 At. Wasserstoff eines Mol. zum 



1) J. pr. Ch. 39, 264. 

2) J. pr. Ch. 39, 265. 
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Stickstoff desselben Mol. wandern, und daß diircli das Freiwerden 
TOB je 2 AfBnitätseinheiten die Vereinigung mit den zwei andern 
Molek. ermöglicht wird, z. B. bei Anwendung von Cyanmetbyl: 

N— CCH3 
V NC.CH, / \ 

CH5.C = N ►C — H + -CH3C CH. 

I \ / 

C-NHg CHg.ON N=C 

/ 

Zur Erklärung der meisten Reaktionen ist die „Amido^'formel 
der Eyanalkine die geeignetste. Von taiUomeren^ Imid (NH) ent- 
haltenden Formeln können zwei in Betracht konmien, je nachdem 
I At. Wasserstoff des Amids zum benachtbarten Kohlenstoff- oder 
Stickstoffatom gewandert ist, z. B. für Kyanmethin folgende: 

N=C • CH3 N— OCH3 

CH3.C CH, oder CH3C CH. 

\ /- \ / 

N— C N— C 



NH H NH 

Wie aus obiger Erörterung sich ergibt, ist zum Entstehen 
eines Kyanalkins hetoeglicher Wasserstoff erforderlich. Die Ver- 
suche mit verschiedenen Nitrilen haben nun ergeben, daß nur 
primäre Nitrile: R' • CHj • CN, die zwei At. Wasserstoff an dem 
Eohlenstoffatom enthalten, das mit Cyan verbunden ist, zur 
Büdung von Eyanalkinen befähigt sind. Das sehmdäre Iso- 
propylcyanid: (CH,), • CH • CN verhält sich dem Natrium gegen- 
über ganz anders^), als die primären Nitrile (CH3 « CN, 
CH5 • CHjCN, CgHr, ■ CHjCN u. a.). Eyanalkine aus ver- 
schiedenen Nitrilen können nur dann entstehen, wenn mindestens 
eins der dabei beteiligten Nitrile primärer Natur ist (Beispiele 
s. w. u.). Diese Tatsachen sprechen zugunsten der „Amido^^formel 
der dreien Eyanalkine; ob einigen Derivaten dieser letzteren eine 
„Imido"formel zukommt, ist noch nicht sicher ermittelt. 

Werden tertiäre Nitrile, die überhaupt keinen Wasserstoff 
am a-Eohlenstoff enthalten, der Polymerisation unterworfen, so 

I) J. pr. Ch. 37, 400. 
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bilden sich zwar unter geeigneten Bedingungen trimolekulare 
Verbindungen; diese gehören aber der Cyanurreihe: Rj(CN)3 an. 
— Bei aliphatischen Nitrilen ist dieser Übergang am TriMor- 
mdhylcyanid^): OCl^'CN und dem a-Dichlorpropionitril*): 
CH3 • OCI3 • CN gezeigt worden: beide verwandeln sich durch 
Einwirkung von Halogenwasserstoff in die Cyanurverbindungen, 
denen man folgende symmetrische Struktiurformeln zulegt: 

CCl, OCl, . CHj 

c c 

/\ /\ 

NN NN 



CClsC CCCl,, CH, -CCljC C-CCljCH,. 

\/ \/ 

N N 

Die gleiche Vorstellung macht man sich von der Konstitution 
des Cyanurtriäthyls ') (aus obiger Dichloräthylverbindung durch 
Reduktion erhalten) und von dem schon länger bekannten Kya- 
phenin (CqH5)3C3N3 (aus Benzonitril). Ob diese Auffassung für 
das Cyanurtriftthyl zutrifft, erscheint nicht sicher^ da seine Un- 
beständigkeit gegenüber Salzsäure, die es leicht in Propionsäure 
und Ammoniak spaltet, im Widerspruche steht mit der Beständig- 
keit des Kyaphenins, das außerordentlich schwierig die entsprechende 
Zersetzung erfährt. 

Cbenieht der Kyanalkme und ihrer wiektigsteii Umwandlnngsprodiikte. 

In welcher Weise die oben erörterte Auffassung von der 
Konstitution des Kyanäthins und Kyanmethins mit deren ge- 
samtem chemischen Verhalten übereinstimmt, wird am besten eine 
kurze Übersicht der Kyanalkine und ihrer wichtigsten Umwand- 
lungen zeigen. In betreff weiterer Einzelheiten muß auf die 
Originalabhandlungen verwiesen werden; nur die hervorstechendsten 
Eigenschafken und Bildungsweisen der wichtigeren Verbindungen 
sollen verzeichnet werden. 



i) Weddiob, J. pr. Gh. 33, 77. Tsghebwbn, das. 46, 143. 

2) Otto u. Voigt, J. pr. Ch. 36, 79. 

3) Dafl. S. 87. 
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Kjfonäffiin: 2-4-$-l)iäOt^lme(h}fl-6-Ämidopyrimidin: 

N— C • C,Hj 

/ \ 

\ / 

N— C 

« 

Barstdhmg aus Cyanätkyl mittels Natrium^) und gewissen 
Natrirunverbindungen^, am besten Natriumamid, Natriumäthjlat, 
auch Natriumcyanamid, femer mit andern Alkalimetallen, Lithium, 
Kalium, sowie mit Zinkäthyl u. a. Näheren Aufschluß über die 
Vorgänge bei der Bildung des Ejanäthins und einen Erklärungs- 
Yersuch dafür bringt der letzte Abschnitt dieser Abhandlung. 

Eigenschaften: Schön ausgebildete rhombische Kristalle (aus 
Alkohol) von 1 89® Schmelzpunkt. Löslichkeit: i Teil in 1 380 Teilen 
Wasser (17^), in 17,6 Teüen 90^^^ Alkohol (17^). — Mn- 
säufige Base. 

Abkönmilinge des Kyanäthms. 

Ein Atom Wasserstoff desselben läßt sich direkt durch 
Alkyle und Acyle ersetzen, und zwar mittels der Halogenalkyle, 
bezw. Acyle. Bemerkenswert ist, daß die Einführung von mehr 
Alkylradikalen nicM gelang. Das Gleiche wurde auch für Kyan- 
methin ermittelt. Ob diese Begrenzung der Reaktion durch die 
Annahme erklärt wird, daß diese Derivate sich von einer tau- 
tomeren (Imido-)Form der Kyanalkine ableiten, ist noch un- 
erwiesen. 

MethyUcycmäthin^ OgHijN,(NHCHj), aus Kyanäthin und 
Methyljodid (bei 1 60^), durch Zersetzung des Produktes mit Silber- 
oxyd erhalten, ist eine in Wasser leicht lösliche, starke einsäurige 
Base, sehr giftig; bei 74^ schmelzende Kristalle, unzersetzt bei 
257 — 258*^ siedend. 

Äihylkpcmäthin^), CgHjjNjNHCjHg, auf gleiche Weise wie 
das Methylderivat erhalten, bildet harte Kristalle von 45-® Schmelz- 
punkt, siedet gegen 260^ 



1) J. pr. Ch. 22, 262. 

2) J. pr. Gh. 38, 584. Schwarze, das. 42, 2. Herubdorf, Disser- 
tation (Dresden 1904). 

3) J. pr. Ch. 26, 343. 4) Das. S. 345. 
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PhmylhyanäOim^)'. G^n^^^^^B{G^B^), aus der Chlorver- 
bindung CgHijNjCl (s. unten) mit Anilin (bei 220*^) gewonnen, 
bildet feine, bei 99° schmelzende Nadeln, mit Säuren Salze. 

Äcethylkyanäthin^: C^R^^l^^^BiCOGE^), aus Kyanathin 
und Essigsftureanhydrid (bei 170^) erhalten, läßt sich im Vaeuum 
destillieren^ wobei es in der Vorlage kristallinisch erstarrt 
(59® Schmelzpunkt). 

Carhoxäthylkyanäthm^y. C9H,3NgNH(COOCgH5), durch Ein- 
wirkung überschüssigen Chlorkohlensäureesters aus Kyanathin ent- 
stehend, läßt sich bei 247^ überdestillieren, erstarrt kristallinisch. 

Durch FhkUsäureanhydrid gelingt es im Kyanathin beide 
Amidowasserstoffatome zu ersetzen, sodaß Phtalylkyanäthin: 
CO 

/\ 
CgHijNjN CßH^ (weiße, bei 127,5** schmelzende Nadeln) ent- 

\ / 
CO 

steht. Die letzteren drei Acylverbindungen werden durch Kochen mit 

Wasser, Alkalien, Säuren leicht unter Rückbildung von Kyanathin 

zerlegt (im Gegensatz zu den sehr beständigen Alkylderivaten). 

Halogenderivoite des Kyanäthins, — Ein Atom an Kohlen- 
stoff gebundenen Wasserstoffs läßt sich darin leicht durch Brom 
ersetzen, wenn letzteres bei Gegenwart von Wasser und Säure 
einwirkt. Läßt man dagegen Brom oder Chlor bei At^ssMuß 
von Wasser in Chlorotormlösung unter Erhitzen einwirken, so 
werden 3 At. Wasserstoff durch die Halogene verdrängt 

Monobratnkyanäfhin^) bildet dem Kyanathin ähnliche Kristalle 
von 152 — 153^ Schmelzpunkt; seine Konstitution kann je nach 
Anwendung der „Amid-^^ oder einer „Imid^^formel des Kyanäthins, 
wie folgt versinnlicht werden: 





N- 


— CCjHj 


( 






N=( 


3 • C.H, 






/■ 


\ 
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CjHj 


•C 

\ 
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0- 

=c 


CHjBr 
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CA- 


C-(CH,). 

\ / 
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Br. 
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NH, 
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!fH 





I) Das. 39, 274. 2) Das. 30, 122. 3) Das. S. 116. 
4) J. pr. Ch. 26, 356; C. R1B88, das. 30, 145 flg. 
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N-CCHBr-CH, 

/ X 

Tfibramkifanäthm, vieUeicht: CHBrCH,- C OCH^Br, 

\ / 

N-C 

NH, 
wird io perlmuttergl&nzenden Blättchen von 126^ Schmelzpunkt 
erhalten, das entsprechende TnchlorJcyanätkin^) in schönen, bei 
110® schmelzenden Blättohen. — 

Monojodhycmäthm^) Q^^^^^^^i^^E^^ durch allmähliche Ein- 
wirkung konzentrierter Salzsäure auf eine mit*Jod versetzte, ver- 
dünnt-schwefelsaure Lösung von Eyanäthin dargestellt, bildet kleine 
zugespitzte Prismen (von 152^ Schmelztemper.) , ist leichter zer- 
setzbar als die Chlor- imd Bromverbindungen. Alle Halogen' 
derwate des Kyanäthins gehen, gleich diesem, unter geeigneten 
Bedingungen, in die entsprechenden Abkömmlinge') der „Oxy- 
base^^ über. Nur die Monohalogen-Ejanäthine sind Basen; durch 
Eintritt von 3 At. Halogen in Kyanäthin erlischt der basische 
Charakter völlig. — 

N— C . CjHß 

/ \ 
2'^-yIHäthylmethyl-6-0xypyriinidin: C,Hß • C CCH,, 

\ / 

N=C 

OH 
die sogen. Oxybase des Eyanäthins^), deren Entstehung aus 
diesem oben (S. 326) erörtert ist, bildet aus Wasser kristallisierend 
schöne seideglänzende Nadeln (von 157^ Spkt); i Teil löst sich 
in 133 Teilen Wasser (25®), in 12,4 Teüen 90^^ Alkohol (18®). 
Auch durch Einwirkung von salpetriger Säure auf in Eisessig ge- 
löstes Eyanäthin bildet sie sich glatt unter Sticksto£fentwickelung: 

C»HijN,(NH,) -I- NOCH = N^ -f H,0 -f- C8HijN,(0H). 

Die Verbindung bildet als einsäurige schwache Basis mit starken 
Säuren Salze, sowie als schwache Säure, ein Silbersalz, löst sich 
auch leicht in Alkalien. 

Ihre Veränderung durch Fünffach-ddarplMsphor (s. oben 
S. 326) ffthrt zu der Chlorverbindung: C^H^jN^Cl (2-4-5-Diäthyl- 



i) R1B88 das. S. 161. 2) Das. S. 165. 3) Vergl. Ribsb, a. a. 0. 
4) Vergl. J. pr. Gh. aa, 268; a6, 342. 
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methyl-ö-Chlorpyrimidin), die, ein unangenehm narkotisch riechendes 
0], zur Darstellung von verschiedenen Ahkömmlingen des Pyri- 
midins dienen kann. Ihre Überföhrung in Kjanäthin, Phenyl- 
kyanäthin wurde oben erwähnt. Das Chloratom laßt sich mittels 
naszierenden Wasserstoffs (aus Zink und Salzsäure) durch Wasser- 
stoff ersetzen, so daß die Base C9Hj4Ng, das 2-^-$-Diäthylmethyl- 

N-CCjHj 

pyrimidin^): C^Hg * C CCH3 entsteht, welches ein narko- 

\ / 

N=C 

H 
tisch riechendes, stark giftiges, dem Coniin in seinen Wirkungen 
ähnliches Liquidum von 204,5^ Siedepunkt darstellt. Seine kalt- 
gesättigte wässnge Lösung trübt sich schon bei gelindem Er- 
wärmen unter Abscheidung der Öligen Base. Durch Einwirkung 
von Alkali in äthjl- oder methjlalkoholischer Lösung wird das 
Chloratom durch die Radikale (OC^H^) oder (OCHg) ersetzt: 
es entstehen also Äther der Oxybase^), öle von eigentümlichem 
(Kräuter-)Geruch : 

C,H,3N,(OC,H5) und C9Hi5N,(OCH,) 
von 230^ Siedepunkt von 225® Siedepunkt. 

Entsprechend dieser Zusammensetzung werden beide durch 
Erhitzen mit konz. Salzsäure (auf 200^) in Chloräthyl bezw. 
Chlormethyl und die Oxybase zerlegt, z. B. 

C,Hi,N,(0C,H5) + HCl = C.H^Cl + C,H,,N,(OH). 

Der Zusammenhang beider mit der Oxybase ist also völlig klar. 
Weniger leicht gelingt es, die Beziehungen isomerer Verbindungen'), 
die leicht durch Einwirkung von Jodalkylen auf die Oxybase zu 
erhalten sind, zu der letzteren aufzuklären. Während Methyl, 
Äthyl in obigen Substanzen sicher mit Sauerstoff verbunden sind, 
befindet sich in den jetzt zu beschreibenden Alkylverbindungen 
die Alkyle am Stickstoff, wie aus der Bildung von Alkylamin 
durch Oxydation mit Permanganat erhellt. Alle Beobachtungen 



i) J. pr. Ch. aa, 280 ; a6, 338. 

2) Vergl. J. pr. Ch. aa, 276; 39, 271. 

3) Vergl. J. pr. Ch. a6, 348 flg.; 39, 270. 
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sprechen dafBr, daß dieselben Derivate der tautomeren Form 
der Oxjbase (S. 327) sind, z. B. die Methyl Verbindung: 

N— CCLH. 

/- \ 
C^C CCH, (i-Methyl-2-4-5-Diathylmethyl-6-Pyiimidon) 

.\ / 

N— C 

CH, II 


Diese wird in leichten, bei 76,5** schmelzenden Nadeln von 
275 — 276" Siedepunkt erhalten, die ^/^^/Zverbindong in schönen, 
bei 43® schmelzenden £[ristaUen (267 — 268® Siedetemperatur). 
Sie sind in kaltem Wasser leicht löslich, durch Erwärmen wird 
die Lfösung milchig and scheidet die Basen als Öle ab. In 
wäßrigen Alkalien sind sie nicht löslich. 

Ihre Darstellung geschieht entweder durch Erhitzen der 
„Oxybase" mit den Jodalkylen (auf 1 50®), Zersetzen des Produktes 
mit Natronlauge und Ausschütteln mit Äther oder^) durch Er- 
wärmen einer alkoholischen Lösung von „Oxjbase^\ Jodalkjl und 
Atzkali auf dem Wasserbade. In letzterem Falle entsteht, zumal 
bei Herstellung der JL^%1- Verbindung, neben dieser, als dem 
Hauptprodukte eine kleine Menge der isomeren Äthoxylverbindung: 
CgHjsN,(OC2H5): ein Beweis, daß die „Oxybase^' tautomer reagiert. 
Man kennt jetzt mehrfach derartige Vorgänge, bei denen aus 
einer einheitlichen Substanz zwei isomere Alkylderiyate hervor- 
gehen, deren Bildung von den Versuchsbedingungen abhängt 

Unter den Abkömmlingen des Chinolins z. B. gibt es solche, 
die eine dem Oxypyrimidin gleichartige Atomgruppierung aufweisen, 

CH 

/ CH 
z. B. das a-Oxychinoün (sogen. Carbostyril): C^H^ | ; 

COH 

N 
sein Stickstoffatom steht mit 2 At. Kohlenstoff in Bindung, 
von denen das eine Hydroxyl trägt, genau wie in obiger „Oxy- 
ba8e^^ Durch Einwirkung von FünfGach- Chlorphosphor ^) auf 



I) J. pr. Ch. a6, 353. 2) Ber. 15, 335. 
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cr-Oxychinolin entsteht a-Chlorchinolin, das mit methylalkoholischem 
Kali in a-Methylchinolin ühergeht: 



C,H, 



CH 

/\ 
CH 


CH 
/ CH 

» P TT 


CCl 

N 


\ C(OCH,) 

N 



Wird dagegen a-Oxychinolin mit Jodmethyl und Alkali be- 
handelt^), dann reagiert es, wie die tantomere Imidoverbindung 
und liefert das N-Methyl-a-Chinolon: 

CH CH 

/ CH / CH 

CjH^ I K C,H^ 



\ C=0 \ C=0 

N N 

H • CH, 

Man erkennt ohne weiteres die Analogie dieser Vorgänge 
mit denen an obigem Oxypyrimidin beobachteten. Ebenso kennt 
man die auf ganz gleiche Weise entstehenden isomeren Methyl- 
Verbindungen des y-Oxychinolins: 





C(OH) 
• / CH 

\ CH 

\/- 
N 


C(OCH,) 
/ CH 
\ CH 

N 


C 
/ CH 
\ CH 

N 


y-Oxychinolin 


y-Methoxylchinolin 


N-Methyl-y-Chino; 



Hier hat man den Übergang der JBfß^a^Zverbindung in das 
Chinolin durch starkes Erhitzen (auf 260^) ebenso beobachtet^ 

i) Ber. ao, 2009. 
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wie den des Methoxylpyrimidinderivates in das entsprechende 
I -Methylpyrimidon ^) : 

N— C ■ CjHß N— C . CjHg 

/ \ / \ . 

CjHg.C C-GHj ► CjHß.C OCH, 

\ / \ / 

N=C N=C 

OCH, CH3 \ 



Es käme hierbei nur die Frage in Betracht, ob das Methyl 
nicht an das andere Stickstoffatom tritt; jedoch ist vorläufig kein 
Grund vorhanden, die einfachere Annahme, wie oben dargelegt, 
durch die weniger wahrscheinliche zu ersetzen. 

Es sei noch auf die hohe Beständigkeit der Alkylpyrimidine 
hingewiesen, die auch durch stärkstes Erhitzen mit Salzsäure 
nicht in die „Ozybase^^ und Ohloralkyl zu spalten sind, während 
diese Zerlegung der Alkyloxylderivate leicht gelingt (s. oben). 



Von den mancherlei Abkömmlingen der „Oxybase^^, von denen 
Halogenderivate oben S. 333 erwähnt sind, heben sich einige be- 
sonders heraus, die durch geeignete Einwirkung von salpetriger 
Säure auf jene entstehen.^ Die „Oxybase^^, selbst aus Eyanäthin 
durch letzteres Agens hervorgehend, wird durch erschöpfende Be- 
handlung damit bei hoher Temperatiu: in ein an Stickstoff und 
Sauerstoff reiches Produkt, ein „Nitrosat'': CgH^N^Oß verwandelt, 
das glänzende bei 136^ schmelzende Blättchen bildet. Auf Qrund 
seines chemischen Verhaltens kann angenonunen werden, daß das 
Methyl (CH3) der „Oxybase^^ umgewandelt ist in den Komplex: 
N(OH) 

C • So erklären sich die Umsetzungen dieser Verbindung 



\ 



O-NO, 
ungezwungen. Durch mäßige Beduktion (mit Natriumamalgam, 
Schwefelammonium) geht sie, unter Entziehung von salpetriger 
Sfture und Sauerstoff, in eine Isonitrosoverbindung: C^H^jN^O, 
über (glänzende Nadeln von 205^ Schmelzpunkt), die durch 



1) J. pr. Ch. 39, 271. 2) Vergl. J. pr. Ch. 39, 276 flg. 

M«th.-pliyt. KlMM 1906. Bd. LVIL 23 
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kräftige Reduktionsmittel (HJ z. B.) die ursprüngliche Oxybase 
liefert. Endlich ist die Umwandlung des „Nitrosats^^ in eine 

Carbonsäure, die Car- 
boxyl an Stelle des 
Methyls der Oxybase 
enthält, durch Er- 
\-^ tö «8 hitzen mit konz. Salz- 
säure zu erwähnen. 
Die Beziehungen 
dieser drei Verbin- 
dungen zu der „Oxy- 
base" ergeben sich 
klar aus nebenste- 
henden Formeln. 

Es 1^ nahe, 
die Oewinnung dieser 
Carbonsäure durch 
Oxydation der Oiy- 
base zu yersuchen, 
was jedoch auf keine 
Weise gelang, da 
letztere, ebenso wie 
Kyanäthin , selbst 
durch schwach oxy- 
dierende Mittel zu 
Propionsäure und 
Anmioniak aufge- 
spalten werden. Nur 
bei Anwendung von 
Brom auf Kyan- 
^^ äthin in verdünnter 
schwefelsaurer Lö- 
^ -^ X sung gewinnt man 

als Nebenprodukt 
eine Dicarbonsäure 
mit 6 At. Kohlenstoff, 



I II® 



9 
TS 

o 

OB 

I 

a 
o 

A 



o 



1 



tfv 



/ 



o 

o 



/ 



I 

Jz; 



y"\ 



w 



08 

m 
O 






die symmetrische Dimelhf/lbemsteinsäure^)^ deren Entstehung sich 
unschwer erklären läßt. 



I) J. pr. Gh. 26, 358 flg. 
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Aus der obigen Übersiebt ergibt sich, daß das cbemiscbe 
Verhalten des Kyanfttbins und die Konstitution der daraus ab- 
geleiteten Verbindungen sich unter Zugrundelegung der auf syn- 
thetischem Wege ermittelten Formel des Kyanäthins einwandfrei 
deuten lassen. 

Kyanmdhm^ z-^-Dimähyl-ä'Ämidopipiniidin: 

N— C.CHj 

^ \ 
CHj.C OH 

\ / 
N— C 

NH, 

Die durch diese Formel ausgedrückte Konstitution ist, wie 
oben (S. 328) dargelegt, auf gleichem Wege ermittelt worden, 
wie die des Kyan&thins. — Seine Darstellung^) aus Cyanmethjl 
CH3 . CN entspricht ebenfaUs genau der von Kyanäthin, ist nur 
erschwert durch die große Löslichkeit des Kyanmethins in Wasser 
(i Teil in 0,64 Teile Wasser), die in auffallendem Gegensätze 
steht zu der geringen der homologen Base. Wie mit Natrium, 
so läßt sich Kyanmethin auch mit Natriumamid, Natriumalkylat 
und anderen Polymerisationsmitteln gewinnen; am besten wird es 
dem mit Wasser behandelten Produkte nach Eindampfen zur 
Trockne mittels Benzol (im Sozhlet -Apparat) entzogen. Das 
Kyanmethin, eine starke einsfturige Base, bildet schöne rhombische 
Kristalle von 181® Schmelzpunkt. Von seinen AbJUfmmUngm 
seien folgende genannt: 

Jodtne&iyUä^): OfH9N3 . CH3J aus Kyanmethin und über- 
schüssigem Jodmethyl entstehend bildet kömige Kristalle; das 
freie Methylkyanmethin ist noch nicht bekannt. 

Hälogenderwaie, — Ein Trichhrkyanmdhin^): C^HgCliNj 
entsteht durch Behandeln der Chloroformlösung von Kyanmethin 
mit Chlor, ist jedoch anders konstituiert, als Trichlorkyanäthin, 
da es schon mittels Ammoniaks unter Verlust von 2 At. Chlor 
in Monochhrhyanmdkm übergeht, man hat es demnach mit einem 
Dichlorid des letzteren zu tun. — Manobromkyanmeihin^) und 

1) J. pr. Gh. 27, 153; 31, 365. 

2) Lbhxanm, Dissertation (Dresden 1903, S. 6). 

3) Kbllbb, J. pr. Ch. 31, 369. 4) J. pr. Ch. 27, 155. 

88* 
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MtmoiodhycmmeÜiin^) bilden sich durch direkte Einwirkung der 

Halogene, und zwar des Broms auf die salzsaure, des Jods auf 

die alkoholische Lösung von Eyanmethin (bei Gregenwart von 

Quecksilberoxyd). Beide Verbindungen kristallisieren gut; sie 
enthalten das Halogen am C5, z. B. 

N— C . CH5 

^ \ 
OH3 .0 C Br z-^-ylXmeÜiyUH'om-ö-Ämidcpyrimidin, 

\ / 

N=C 
NH, 

N— CCH, 

X \ 
2-4-Dime^%^6-Oa?^|)yrinN(^ti'): CH3.C CH, die „Oxy- 

\ / 
N=C 

OH 
base^ des Kyanmethins, aus diesem durch Erhitzen mit Salzsäure 
oder mittels salpetriger Säure hervorgehend, synthetisch aus 
Acetamidin und Acetessigester erhalten, ist durch letztere Bildungs- 
weise als Pyrimidinderivat erkannt worden (s. ob.): bei 192® — 193^ 
schmelzende Nadeln. — Das chemische Verhalten dieser Ver- 
bindung entspricht durchweg dem der homologen Oxybase des 
Kyanäthins. — Manohalogenderivate derselben lassen sich sowohl 
direkt, durch Einwirkung des Halogens, als indirekt aus den 
monohalogenierten Kyamethinen (s. oben) gewinnen (durch sal- 
petrige Säure). Für das MonochlarderivsLt ist der Beweis ge- 
liefert, daß es das Chloratom an Cg enthält, und zwar durch 
Synthese aus Acetamidin und a-Chloracetessigester'): 

CH3 

NH I N— CCH3 

Z C(OH) /- \ 

CH5.C +11 «H,0 + C,H^OH-f-CHj.C CCl 

\ CGI \ / 

NHg I N=C 

COOCjHj OH 

2-4-5-Dimethylchlor- 
6-Oxypyrimidin. 



i) LsHMAmi, Dias. S. 16. 

2) J. pr. Ch. 27, 155; 29, 131 ; PiNHBB, Her. x8, 2847. 

3) Lbhhanh, Dias. S. 21. 
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Die MonochloroTjhaAe bildet derbe, bei 191^ schmelzende 
Kristalle, die üfono&romoxjbase (aus Wasser mit i Mol. Kristall- 
Wasser) bei 189^ schmelzende Prismen. 

Das durch Behandeln der Oxybase mit Fünffach-Chlorphos- 
phor entstehende 2'^'6-I)ime(kylchlarpyirimidin läßt sich genau 
wie die homologe Verbindung (S. 334) zu mannigfachen Um- 
wandlungen verwenden.') 

Die dem Kyan-methin und -ftthin homologen Verbindungen 
sind nur oberflächlich untersucht, um festzustellen, ob sie sich 
analog jenen beiden bilden und verhalten. Dies ist der Fall, 
und so genügt eine kurze Aufzählung derselben. 

Kpanpropin^ aus norm. Propylcyanid, i-^-yBipropyläthyl- 

N— C.C,H^ 

X \ 
ö'Amidopyrimidin: C^Hj.C C/C^Hg bildet zugespitzte, bei 

\ / 
N=C 

NH, 

115^ schmelzende Prismen, die noch schwerer löslich in Wasser 
sind, als Kyanäthin; es kann aus genanntem Cyanid mit Natrium 
oder Natrium äthylat gewonnen werden. Die entsprechende „Oxy- 
base^\ durch Erhitzen des Kyanpropins mit Salzsäure dargestellt, 
bildet Nadeln von 97,5^ Schmelzpunkt. 

KpanisobtUin *) , 2'^-$-I>iisobutyli8qpropyl-6'Amidoptfri^^ 

N— C-C^H, 

y \ 
C^Hg • CCjH,, aus Isobutylcyanid: CH(CH,), • CH, • CN 

\ / 

N— C 

NH, 

mit Natrium in geringer Ausbeute erhalten, kristallisiert schwie- 
rig, geht aber leicht, durch £in¥drknng salpetriger Säure, in die 
entsprechende „Oxybase^, Kristalle von 88,5^ Schmelzpunkt über. 



i) Vergl. Lbhmann a. a. 0. S. 10 besonders Schmidt, Ber. 35, 

1575. 

2) J. pr. Ch. 37i 379; 4a, 4. 

3) TbOoeb, J. pr. Ch. 37, 407. 
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Kgantsoamf/Un'), 2-4-5-J)üsotuii^Uaobul!fl-6-Amidop!frimidm: 

y \ 

CgH|i-C C • C4H9, aus Isoamylcyanid (Valeronitril) 

\ X 

N— 
NH, 

CH(CH,), ■ CH, • CH,CN mittels Katriun entstehend, durch 
Destillation rein zu gewinnen, bildet stemfSrmige Kristalle von 
53** Schmelzpunkt Zu bemerken ist die Abnahme der Schmelz- 
temperaturen der EyanSthine mit zunehmendem Molekulargewicht. 

KyanbmeyUn^), 2 - 4 - 5 - Dibmtylphenyl - 6 -Amidopyrivfädin 

N— C . CH,(C,H5) 

/ \ 
Qll^{Q^Yi^'G CG^H^, am besten aus Benzylcyanid durch 

\ / 
N— 

NHg 

Erhitzen mit trocknem Natriumäthjlat (oder Natriumamid) im 
Autoklaven auf i6o® — 170^ zu gewinnen, kristallisiert in weißen, 
bei 106^ schmelzenden Nadeln; es liefert mit Chlor, Brom 
Monohalogenderivate, mit starker Salzsäure erhitzt, die ent- 
sprechende Oxyverbindung. 

Kyanalkine, aas verschiedenen Nitrilen hervorgehend. 

Solche Verbindungen, an deren Bildung verschiedene Nitrile 
beteiligt sind, können einmal durch Einwirkung von Natrium 
oder Natriumäthylat auf Gemische von Nitrilen gewonnen werden; 
doch ist ihre Reindarstellung schwierig. Sodann entstehen sie in 
besserer Ausbeute aus den Natriumverbindungen dimolekularer 
Nitrile durch Erhitzen mit Cyaniden. 

Kya/nmethyldiäÜnn^) , CgHijN, dnrch Zusammentreten von 
2 Mol. Cyanäthyl und i Mol. Cyanmethyl unter dem EinfluB von 
Natrium entstehend, läßt sich durch sorgsame fraktionnierte 
Kristallisation aus Wasser von den Nebenprodukten trennen; es 
bildet (aus Benzol ausgeschieden) glänzende, bei 165,5^ schmelzende 

i) Das. S. 409. 

2) Wache, J. pr. Ch. 39, 256; Herfbldt, das. 53, 246, 

3) G. y. Mbtbb u. G. Ribss, J. pr. Gh. 31, 112. 
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Blattcheii; 1 Teü löst sich in 37 Teilen Wasser (20®). Die 
stark basische Verbindung bildet Salze, mit Brom eine Monoderivat 
(bei 155^ schmelzende Prismen), mit Salzsäure erhitzt eine „Oxj- 
base" (Nadeln von 150^ Schmelzpunkt). Ihre Konstitution ist 
wahrscheinlich folgende: 

N— C . CjHj 

/ \ 
CjHg • C GH 2'^'IHäfkyl'6-Äfnidopyrimidin. 

\ / 

N=:C 

NH, 

Ein Kyanalkin von der Zusammensetzung: C1QHJ7N3, durch 
Erhitzen des Natrium - Dipropionitrils mit Isopropylcyanid er- 
balten ^), kann als 2 — 4 — - 5 — Isoprapiflä&ii/lmethyl — 6 — Amida- 

N— C . CjHß 

/ \ 
pyrwndin: C3H7 • C C • CH, angesprochen werden; es 

\ / 

NH, 

kristallisiert aus Weingeist in glänzenden, bei 154** schmelzenden 
Blättchen, ist noch nicht näher untersucht. 

Das isomere 2-^-$-Triäthjfl-6-Äimdopyrimidin')'. 

N-C • C,H, 

/- \ 
G2H5 • C GCjHg ist aus der Natriumverbindung des 

\ / 

N— C 

NH, 

normalen Di-Propylcjanids durch Erhitzen mit überschüssigem 
Äthylcyanid (bei i8o^) gewonnen worden. Man hat anzunehmen, 
daß aus jener Natriumverbindnng das Natriumpropylcyanid vorüber- 
gehend entsteht, das sich mit 2 Mol. Äthylcyanid vereinigt. Das 
Kyanalkin kristallisiert dem Kyanäthin sehr ähnlich, schmilzt bei 
184®, geht durch Erhitzen mit Salzsäure in die entsprechende 
„Oxybase" (CjoH^jNjOH) über, die seideglänzende, bei 144^ 
schmelzende Nadeln bildet. 



1) J. pr. Ch. 39, 198. 

2) Wachb. J. pr. Ch. 39, 247. 
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N-CCgHs 

/ \ 
2' ^'Biphenyl- 6 'Amidopyrimidin^): C^Hg • CH, 

\ / 

durch Zusammenschluß von 2 Mol. Phenyl- und i Mol. Methyl- 
Cyanid entstanden, wird durch Einyrirkung von Natrium auf ein 
Gemisch beider Cyanide erhalten; es kristallisiert in rhombischen 
Tafeln von I2i^ Schmelzpunkt. — Die durch Erhitzen mit Salz- 
säure gewonnene Oxyyerbindimg (feine bei 281^ schmelzende 
Nadeln) ist von Pinner ^) durch Wechselwirkung von Benzamidin 
und Benzoylessigester dargestellt worden, und daraus ergibt sich 
ihre Konstitution, wie auch die des Diphenylamidopyrimidins: 

NH (H0)C.CßH5 

CeH^C + CH 

NHg COOCjHg 

N-C.C,H5 

= HjO + OjHsOH + CgHß . C CH 

/ 

N=C 
OH 

2 - 4 - 5 - Dii)}ienyl'me(hgl- 6 -ÄnUdopjfrimidin^): 

N-C CgHs 



y/ 



'^ 



Cß Hg • C C • C H3 

■N=C 
NH« 



ist auf verschiedene Weise dargestellt worden; es bildet schöne 
bei 168® schmelzende rhombische Tafeln (in Wasser nicht, in 
Alkohol schwer löslich). Man kann es durch Erhitzen eines 
Gemisclies von Äthyl- und Phenylcyanid mit Natrium oder 
Natrium&thylat gewinnen, besser durch Einwirkung von Phenyl- 



I) Schwärze, J. pr. Ch. 43, 13. 2) Ber. aa, 1626. 
3) J. pr. Chem. 39, I9S; 4«, 9- 
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Cyanid auf die Natriumverbindimg des dimolekularen Äthylcjanids. 
In jedem Falle ist anzunehmen, daß sich vorübergehend das 
Natriunicjanäthyl bildet, welches mit 2 Mol. Phenjlcyanid zu- 
sammentritt-, das Produkt liefert dann mit Wasser neben Natron- 
hydrat die freie Base: 

CjH^ . Na • CN + 2CgH5CN = Ci^Hi^NaNj 

Ci^Hi^NaN, + H,0 - NaOH -f C^HigNj. 

Die dieser Base entsprechende Oxy Verbindung, das 2-4- 

N-C • C,H5 

/ \ 
^-IHphenylmethyl'b-Oocypyrimidm: CßHgC CCHg, aus 

\ / 

N=C 

OH 
jener sowohl mittels Salzs&ure^ als salpetriger Sfture auf 
bekannte Weise dargesteUt, bildet sich auch — und damit ist 
ihre Konstitution festgestellt — aus Benzamidin und Methyl- 
benzoylessigsäureester ') analog der oben erwähnten Homologen. 
Die Verbindung kristallisiert in seidegl&nzenden, bei 250^ 
schmelzenden Nadeln. Sie läßt sich, in alkalischer Lösung, 
mittels Kaliumpermanganat in die Carbonsäure: 

N-C • 0,H5 

/ \ 
OjHs . COOOH 

\ / 
N=C 

OH 

umwandeln^, welche aus Alkohol in schönen Prismen kristallisiert 
und heim Erhitzen auf 250** unter Abspaltung von GOj in das 
2-4-Diphenyl-6-0:grpyrimidin (s. ob. S. 344) übergeht. 

Endlich ist noch das i'^-^-Tri^henyl-t-Amiäopyri- 

N-C . CjHj 

midm^: CgHg • C • C^Hg zu nennen, das durch Ein- 

\ / 

N=C 

NH, 

i) J. pr. Ch. 4a, 16. 2) J. pr. Ch. 40, 303. 
3) J. pr. Ch. 39, 253. 



346 Ebnst von Mbykr: 

Wirkung überschüssigen Fhenyicjanids auf die Natriumverbindung 
des dimolekularen Benzjlcyanids bei 170® entsteht; es kristallisiert 
in feinen, bei 175^ schmelzenden Nadeln, wird durch Erhitzen 
mit Salzsäure in die entsprechende Oxjyerbindung (weiße bei 
340® noch nicht schmelzende Nadeln) übergeftihrt. 

Bildnngsweisen der Kyanalkine. ^) 

Der häufig beobachtete Übergang einfacher Verbindungen in 
poljmere ist selten völlig aufgeklärt worden, zumal die neben 
der Hauptreaktion sich abspielenden Vorgänge meist unbeachtet 
geblieben sind. Für die Erkenntnis der Entstehung von Kjanal- 
kinen aus Nitrilen ist nun zunächst der vom Verf. aufgefundene 
und sorgfältig untersuchte Übergang der letzteren in dimolehulare 
Nitrüe^) von Bedeutung; denn dasselbe vollzieht sich mit den 
gleichen Agentien, wie die Bildung von Kjanalkinen, nur unter 
andern Versuchsbedingungen, nämlich bei Gegenwart eines die 
Temperatur niedrig haltenden Lösungsmittels. Am genauesten 
ist die Umwandlung des Äthylcyanids (Propionitrils) in das di- 
und das trimolekulare Propionitril (Dipropionitrü und Eyanäthin) 
durch Neurium erforscht worden, und diese Reaktionen seien in 
erster Linie hier erörtert. 

Aihylcya/nide tmd NcUrium. — Läßt man Natrium auf eine 
absolut ' ätherische Lösung von Äthylcyanid einwirken, so wird 
von dem Metall die eine Hälfte dazu verwandt, um Cyannatrium 
zu bilden, die andere verdrängt aus dem Nitril i At. Wasser- 
stoff, das sich mit dem bei der Entstehung von Cyannatrium 
erzeugten Äthyl vereinigt; das dabei entstandene Natriumäthyl- 
cyanid verbindet sich mit i Mol. Nitril zu der Natriumverbindung 
des Dipropionitrils: 

1. CHjCH^ 

I + Na « NaCN + CH, • CH, 

CN 

n. CHjCHj 

I + Na = CjH^NaCN + H 

CN 



1) Vgl. besonders J. pr. Ch. 22, 262 ff. Hbbmsdobf, Dissertation 
(Dresden 1904). 

2) J. pr. Ch. 38, 336; 39, 189; 5a, 81; vgl. auch diese Berichte 1892, 

S. 403. 
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in. CHj . CH3 + H = CH, . CH5 



IV, CjH^NaCN + CH,CH, « C = N • Na 

CN CH(CHj) 

CN. 

Die Bolle, die das Natrium im Natriumäthylcyanid spielt, 
sowie die im Natrinm-Dipropionitril, ist noch nicht sicher be- 
stimmt. Die letztere Verbindung ist nun sehr reaktionsfähig und 
geneigt, durch Erhitzen mit einfachen Nitrilen die trimolekularen 
Kjanalkine zu liefern; sie verhält sich bei hoher Temperatur, 
wie Natriumäthylcyanid selbst, das bei der direkten Bildung von 
Kjanäthin aus Äthylcjanid und Natrium ohne Zweifel zuerst 
entsteht, um dann mit 2 Mol. Äthylcyanid zusammenzutreten : 

V. CjH^NaCN + 2C,H5CN = C^Hi^NaNa 

Natrium-Kjanäthin . 

Fragt man nun, wie sich in Wirklichkeit der Vorgang bei 
Darstellung des Kjanäthins aus Äthylcjanid und Natriimi ab- 
spielt, so kommt man auf Grund der zahlreichen quantitativen 
Versuche (s. Tabelle) zu folgender Auffassimg: 

Von dem Natrium, das verbraucht worden ist, wird ziemlich 
genau ein Drittel zur Bildung von Cyannatrium verwendet 
(Gleichung I ob.); ein zweites Drittel mufi gemäß Gleichung II 
(ob.) wirken, da während der Eeaktion eine der Gleichung III 
entsprechende Menge Äthan entweicht. Würde nun das nach n 
entstandene Natrium-Äthylcyanid im Sinne von V mit 2 Mol. 
G^HgON reagieren, so wäre das Verhältnis von Natrium zu 
dem verbrauchten Cyanid 2 : 4, während nach der Tabelle dieses 
Verhältnis zwischen i : 2,1 bis i : 3,2 schwankt, in vielen 
!^Jlen etwa i : 2,65 beträgt. So wenig solche Versuche auf 
große Genauigkeit Anspruch erregen können, so kann man doch 
aus den Schwankungen jenes Verhältnisses und den Ausbeuten 
von Kyanäthhi schließen, daß sich Nebenreaktionen vollziehen. 
Solche bekunden sich einmal durch die stets — auch bei Aus- 
schluß jeder Feuchtigkeit — auftretende reichliche Entwicklung 
von Ammoniak, sodann durch Anwesenheit von propionsaurem 
Natron (und Ammoniak) nach Zersetzung des Endproduktes mit 
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Wasser. — Ferner ist hervorzuheben, daß das so gewonnene 
Kyanäthin keineswegs nur in Gestalt seiner Natriumverbindung 
(gemftß Gleichung Y) in dem Produkte der Reaktion enthalten ist; 
stets kann diesem ein Teil der Base durch Benzol, das Natrium- 
kyanäthin nicht löst, entzogen werden. Nach Beendigung des kom- 
plizierten chemischen Prozesses besteht offenbar ein Gleichgewichts- 
zustand, der von den Yersuchsbedingungen abhängig ist. 

In der Hauptsache kann man auf Grund obiger Erörterungen 
und an der Hand der Tabelle folgendes feststellen: 

Das feste Endprodukt der Wechselwirkung von Natrium 
und Äthylcyanid enthält Natrium-Eyanäthin, freies Kyanäthin, 
Natrium-Äthylcyanid und Cyannatrium. Während die Entstehung 
von Natrium-Eyanäthin aus Gleichung Y erhellt, kann die von 
freiem Kyanäthin vielleicht durch Einwirkung von 2 Mol. Äthyl- 
cyanid auf das intermediär gebildete Natrium-Dipropionitril (Gl. lY) 
erklärt werden: 

YT. CeHgNaN, + 2 C,H5CN « C^HigN, -f C^H^NaCN. 

So würde die Anwesenheit von Natrium-Äthylcyanid^) eine 
Deutung finden, welches zur Büdung von propionsaurem Natrium 
und Ammoniak (s. ob.) Anlaß gibt. Die Menge des Natriums 
steht dann zum verbrauchten Äthylcyanid im Yerhältnis i : 2,5. 
Nimmt man weiter an, daß Natrium-Äthylcyanid, fermentartig 
wirkend^ eine größere Menge Gyanäthyl in Kyanäthin umsetzt, 
und erinnert man sich des Auftretens von Ammoniak, das durch 
die reduzierende Wirkung des Wasserstoffs auf Äthylcyanid ent- 
stehen kann, so versteht man die verschiedenen, in der Tabelle 
niedergelegten Beobachtungen; auch die Ausbeuten an Kyanäthin, 
die meist gegen (>o\ des zur Beaktion gelangten Äthylcyanids 
betragen, werden verständlich. 

Büdung von Kyonäthin (ms Äthylcyanid und Lithium oder 
Kaliiiun. — Bemerkenswert ist die Abhängigkeit der Wirkung dieser 
Alkalimetalle auf das Cyanid von der Größe ihres Atomgewichtes, 
bezw. ihrer chemischen Energie. Das Lithium wirkt am trägsten 
auf Gyanäthyl ein, und zwar ist — wie bei Natrium — das 
Verhältnis der reagierenden Stoffe etwa i At. Li: 2,7 Mol. C^HgCN, 
aber nur y^ — Yg des Lithiums findet sich als Cyanmetall, was 
fdr die Ausbeute günstig ist, die 80^0 erreicht. 

i) Die Neigung von Natrium-Dipropionitril zur Bildung von 
Natrium-Äthylcyanid ist oben (S. 345) gezeigt worden. 
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Beifolgende Tabelle erlftutert diese Verhältnisse. 
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Das bei den Veimiclien gebildete Eyanäthin fand sich größten- 
teils in freiem Zustande vor, was zugunsten der Auffassung einer 
Fermentwirkung des Lithium-Äthylcyanids (C,H^'Li*CN) spricht. 

Bei Anwendung von Kalvurn liegen infolge der yiel größeren 
chemischen Energie und Reaktionsgeschwindigkeit die Verhältnisse 
ungünstiger, als beim Lithium und Natrium (s. Tabelle). Schon 
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die Menge des in Cyanid verwandelten Kalium gegen V5 läßt dies 
erwarten; obwohl das Verhältnis K : C^HgCN, ähnlich wie beim 
Natrium, annähernd 1:3 ist, so stellt sich doch die Ausbeute 
viel geringer, als bei Anwendung der andern Metalle. Gevriß 
sind auch Nebenreaktionen, die sich stärker, als in obigen Fällen, 
bemerklich machen, Schuld daran. 

Während Lithium schon in seiner Wirkung auf Äthylcyanid 
eine erhebliche Abschwächung gegenüber dem Natrium zeigt, ist 
Mofffiesium^) nur im aktivierten Zustande (Mg mit wenig Jod- 
äthyl in Äther geschüttelt) und bei sehr hohen Temperaturen 
wirksam; dies wurde durch Erhitzen von Benzylcyanid mit solchem 



i) Hkrmsdokf, Dissertation S. 24. 
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Magnesium bei i6o^ gezeigt, wobei man Kyanbenzylin (8. 342) 
in einer Ausbeute von 4S7o ^^luelt. 

Kifanalhine aus Cyaniden imd Nairiumamid.^) Die Wechsel- 
wirkung von Äthylcyanid und Natriumamid verläuft glatter, als 
die mit Natrium, da die Nebenreaktionen (Bildung von Cyan- 
natrium, Äthan, Reduktion von Äthylcyanid) fehlen. Sicher ent- 
steht in erster Linie neben Anmioniak Natrium-Äthylcyanid, und 
dieses wirkt auf das Cyanid polymerisierend ein: 

CjHjCN -I- NaNH, =- HjN + C^H^NaCN. 

Bei einem Versuche wurden 10 g G2H5CN tmd 3 g NaNH, 
im Einschmelzrohr auf 165^ erhitzt, und man erhielt gegen 
10 g (also nahezu loo^o) i?o/^-Kyanäthin; das meiste war als 
Natriumverbindung in dem Produkte enthalten. 

Ganz ähnliche, günstige Ergebnisse wurden mit anderen 
Cyaniden: Beneyl-, Methylcyanid erzielt. Auch das Fhenykyanid^ 
G^HgCN, ließ sich durch Erhitzen mit Natriumamid zu Eyaphenin 
poljmerisieren (jedoch in geringerem Betrage, gegen 20^/^). Die 
Überfahrung anderer aromatischer Nitrüe (z. B. 0- tmd p-Tolu- 
nitril) in Polymere gelang nicht. 

Cyanide und ÄUcyl<ite. ^) — Nur die Natriumverbindungen der 
aliphatischen Alkohole wirken in scharf getrocknetem Zustande 
polymerisierend auf Alkylcyanide ein, die NaMumphenylak eignen 
sich dazu nicht Am besten läßt man auf ein Cyanid die 
Natriumverbindung mit dem gleichen Alkyl im Einschlußrohr bei 
130® bis 140® einwirken.') Die Ausbeuten bei Gewinnung von 
Kjanftthin und Eyanmethin betragen Yj des in Beaktion getretenen 
Alkylcyanids; Cyannatrium bildet sich nur in sehr geringer 
Menge. — Ohne Zweifel geht der Entstehung von KyanaUdn 
die von Natrium-Äthylcyanid voran, welches mit dem überschüssig 
vorhandenen Äthylcyanid in Wechselwirkung tritt, z. B.: 

CjHgCN + NaOCjHg « C,H^NaCN + C^HgOH. 

Die ziemlich gleiche Ausbeute an Eyanalkin läßt auf ein 
konstantes Gleichgewicht schließen, das sich zwischen Kyanalkin, 
Natrium- Alkylcyanid, Alkohol und Alkylcyanid einstellt. 

i) Das. S. 30. 2) J. pr. Gh. 38, 584; 4a, 2 ff. 
3) Über die Bildung von Eyanalkinen aus einem Gemisch von 
Cyaniden mittels Natriumäthylat vgl. J. pr. Gh. 4a, 8. 
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Wie in den bisher erörterten Fällen, so ist die Bildung einer 
MetaU-Yerhindmig des Alkylcyanids auch bei Anwendung einiger 
anderer Mittel, die zur Polymerisation von Äthylcjanid gedient 
haben, anzunehmen. So wandelt Natriumcyanamid^) (technisches 
Präparat mit 80% Na,NCN) Äthylcyanid in Eyanäthin um, 
jedoch wurden nur etwa 40^0 des Cyanids polymerisiert. Beim 
BenzylcjBmä war die Wirkung dieser Natriumverbindung günstiger, 
indem (>5\ Kyanbenzylin gewonnen wurden. 

Zinkäthyl^) gehört ebenfalls zu den Polymerisationsmitteln, 
die Alkylcyanide in Eyanalkine umzulagern vermögen. Erhitzt 
man z. B. Äthylcyanid (5 Teile) mit Zinkäthyl (3 Teilen) im 
Einschlußrohr auf 150^, so kann man aus dem Produkte, das 
keine Spur Gyanzink enthielt, gegen 50®/^ Eyanäthin gewinnen. 
Die einfachste Annahme ist folgende: Zuerst bildet sich aus gleichen 
Mol. der Agentien neben Äthan (das nachgewiesen wurde) eine 
Athyl-Zinkverbindung, G^II^(7jiC^1I^)C'S ^ die mit dem über- 
schüssigen Äthylcyanid (2 Mol.) zusammentritt: 

CgH^jCN + Zn(CgH6), = CjHß + C,H4(ZnC,H^)CN 

C8H^(ZnC,H5)CN + 2C,H5CN = C9Hi^(ZnC,H^)N8. 

Durch Zersetzen mit Wasser zerlegt sich das letzte Produkt 
in Äthan, Zinkoxyd und Eyanäthin. — Schließlich sei bemerkt, 
daß auch eine Sauerstoffverbindung, das wasserfreie Barywmoxyd^ 
als fähig erkannt wurde, beim Erhitzen auf 200® (im Bohr) 
Äthylcyanid teilweise (etwa 35%) in Eyanäthin umzulagern; 
vielleicht bildet sich hierbei zuerst eine Baryumverbindung des 
Äthylcyanids: C2H4(BaOH) • CN, die polymerisierend wirkt. 



Durch die obigen Untersuchungen über Eyanalkine ist der 
Zusammenhang dieser mit den Alkylcyaniden, aus denen sie 
hervorgehen, also ihre chemische Eonstitution klar gelegt worden; 
auch die Vorgänge, die sich bei der Entstehung der trimolekulaxen 
Nitrile aus den einfachen abspielen, sind in wesentlichen Punkten 
derart erforscht worden, daß man sie zu beschreiben vermag. 

I) HsBMsDOBF, a. a. 0. S. 40. 2) Das. S. 28. 
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Ebene Eorrennetze ohne Umwege. 

Von 
Oeorq Souefferb. 

Unter einem Kurvennetz in der Ebene verstehen wir zwei 
Scharen tob je einfach unendlich vielen Kurven in der Ebene 
derart, daß durch jeden allgemein gewählten Ponkt je eine Kurve 
jeder Schar hindurchgeht. Wird einer Kurve von jeder Schar 
ein Fortsctireitungseinn beigelegt, in dem ihre Bogenlänge positiv 
sein soll, so haben alle Kurven beider Scharen infolge der Stetig- 
keit bestimmte Fortschreitungssinne, da zu jeder Knrve eine un- 
endlich benachbarte vorhanden ist, auf der man den Fortschreitungs- 
sLan in entsprechender Weise festsetzen wird. 

Sind nun P und Q zwei beliebige Punkte in der Ebene, so 
kann man, beständig Kurven des Netees folgend, auf unendlich 
vielen Wegen von P nach Q gelangen, indem man nach Belieben 
einmal einer Kurve der einen Schar, dann 
einer Kurve der andern Schar usw. nachgeht 
(siehe Fig. i). Wenn alle diese Wege von P 
nach Q die gleiche (niir von P und Q ab- 
hängige) Qesamtbogenlange haben — mit ge- 
höriger BBokaicht auf die Vorzeichen der Bogen- 
längen — , so soll das Netz ein Kurvennete Fig. >. 
oime Umwege heißen. 

Zu solchen Ketzen, die meines Wissens bisher noch nicht 
allgemein um ihrer selbst willen untersucht worden sind, gelangt 
man auf drei verschiedene Weisen. 

Erstens: Es sei 91(3:, y) eine FmHion des Ortes (i, y) in 
der Ebene. Die Geschwindigkeit v, mit der sich tp auf einem 
unendlich kunten Wege ds vom Punkte (x, j) aus ändert, ist 
da ds , dy 

'-d.-f-d. + ^-a,- 

UiltL-phji. KIhio 1306. Bd LVn 24 
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Insbesondere gibt es zwei Richtungen dy i dx vom gewählten 
Punkte (rr, y) aus, auf denen r = 1 ist. Sie werden durch die 
Bedingung 

(i) {9x^^ + 9>y ^vY = d^^ + dy^ 

gegeben. Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, die 
zwei Scharen von je einfach unendlich vielen Integralkurven hat. 
Die Integralkiiirven bilden also ein Kurvennetz. Auf allen Kurven 
des Netzes ist v überall gleich Eins, d. h. gehen wir von irgend 
einem Punkte (xq , y^ nach irgend einem andern Punkte (a^j, t/j) 
auf irgend einem solchen Wege, der aus lauter Stücken von Inte- 
gralkurven der einen oder anderen Art besteht, so ist der zurück- 
gelegte Weg insgesamt gleich 

also nur von den beiden Punkten {x^^ y^ und (rr^, y^ abhängig, 
d. h.: die Integralkurven der Differentialgleichung (i) bilden ein 
Kurvennetz ohne Umwege. 

Zweitens: In der Ebene sei eine zweifach unendlidhe Schar 
von Kreisen in der Art gegeben, daß jeder Punkt (a?, y) der Ebene 
Mittelpunkt eines Kreises der Schar ist. Der Kreisradius r darf 
dabei eine beliebige Funktion der Koordinaten x^ y des Mittel- 
punktes sein. Wir wollen aus dieser Kreisschar eine solche ein- 
fach unendliche Schar von Kreisen herausgreifen, die die Krüm- 
mungskreise einer Kurve sind. Zwei unendlich benachbarte Kreise 
mit den Mitten (a:, y) und {x -\- dx^ y -f- dy) und den Radien r 
und r -{- dr sind dann und nur dann benachbarte Krümmungs- 
kreise einer Kurve, wenn sie einander berühren, d. h. wenn ihre 

Zentrale ds — ^dx^ -\- dy^ gleich der DifFerenz dr ihrer Radien 

ist, wenn aUo (,^ ,^ + ,^ ^y). = ,^, + ,y, 

ist. Diese Gleichung hat wieder die Form (i). Also folgt, daß 
die Evoluten derjenigen Kurven, deren Krümmungskreise sämtlich 
einer gegebenen zweifach unendlichen Kreisschar angehöid), ein 
Kurvennetz ohne Umwege bilden. 

Drittens: Es sei ^ \ 

^ = f[.^, y) 

die Gleichung einer Fläche. Ihre Minimalkurven erfüllen die 

Differentialffleichung 

dx^ + dy^ + dz''^0 

oder: (/, dx + r dyf + dx^ + dy^^O. 
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Setzen wir f^^ifp^ so nimmt sie die Form (i) an. Daraus folgt, 
daß die ProjeJcHonen der MinimcUkurven einer beliebigen Fläche 
auf eine beliebige Ebene stets ein Kurvennete ohne Umwege bilden. 

Diese drei Ergebnisse lassen sich ohne Mühe umkehren: 

Erstens: Liegt in der Ebene ein Kurvennetz ohne Umwege 
vor und ordnet man irgend einem Funkte (^Tq, y^ der Ebene die 
Zahl Null zu , so kann man einem beliebigen Funkte (o?, y) der 
Ebene diejenige Zahl zuordnen, die gleich der Gesamtbogenlftnge 
eines Weges im Netze ist, der vom Funkte (a?Q, y^ zum Funkte 
(2?, y) fOhrt. Da alle Wege des Netzes vom einen zum andern 
Pankte nach Definition gleichlang sind, so folgt, daß dadurch 
jedem Funkte (a?, y) eine Funktion q> (a?, y) von a:, y allein zu- 
geordnet ist. Die Kurven des Netzes sind alsdann diejenigen, 
auf denen sich die Ortsfunktion q> (x, y) überall mit der Ge- 
schwindigkeit Eins ändert. 

Zweitens: Ist ein Kurvennetz ohne Umwege und damit nach 
dem Vorhergehenden eine Ortsfunktion q> {x, y) gegeben , so kon- 
struieren wir um jeden Funkt (x, y) der Ebene denjenigen Kreis,, 
der den zugehörigen Wert q> (o?, y) der Ortsfiinktion zum Badius 
hat. So ergibt sich eine zweifach unendliche Schar von Kreisen. 
Diejenigen Kreise, deren Mitten längs irgend einer Kurve des 
Netzes liegen, sind alsdann die Krümmungskreise einer Kurve. 

Drittens: Ist ein Kurvennetz ohne Umwege und damit nach 
dem Vorhergehenden eine Ortsfimktion ip(Xyy) gegeben, so er- 
richten wir in jedem Punkte (x^ y) der Ebene auf die Ebene ein Lot, 
dessen Länge gleich dem i-fachen des dem Funkte (x, y) zugehörigen 
Wertes der Ortsfunktion tp (x, y) ist. Der Ort der Endpunkte 
dieser Lote ist eine Fläche ät = «^(rr, y), deren Minimalkurven 
senkrecht über den Kurven des Netzes liegen. 

Es ist erwünscht, die Kurvennetze ohne Umwege durch eine 
Eigenscfiaft zu charakterisieren, die dem Netze in der unendlich 
klonen Umgehmg einer beliebigen Stelle zukommt. Dazu gelangen 
wir auf folgendem Wege: 

Zuerst schicken wir eine Bemerkung voraus, die überhaupt 
für jedes Kurvennetz in der Ebene gilt. Es seien <\^, Cj, Cj . . . 
und y^, yj, ^2 • • • Kurven der beiden Scharen eines Kurvennetzes. 
Pq sei der Schnitt von Cq und ^q (siehe Fig. 2). Wählen wir 
Pj unendlich nahe bei Pq auf y^, so gehe durch P^ die Kurve 
fj des Netzes. Es seien t^ und f^ die Tangenten von r^ und q 
in Pq bez. P^. Ihr Schnittpunkt sei Tq. Alsdann ist die Länge 

24* 



:;*5*r^ 



dm- Strecke P^Tg ganz unabhärtffig davon, wie klein man auch 

die unfndlich kleine Strecke P^P, au/" ji^ wählen mag. Es folgt 

, dies einfach daraus, daß sich die Länge 

L P^Tf, als Grenzwert för lim P^P, =- 

ergibt. 

Nach dieser Vorbemerkung sei ins- 
besondere voraufigeBetzt, daS ein Kurven- 
netK ohne ümteege vorliege. Alsdann 
~' Tig ,. wählen wir noch Q, auf c« so, daß die 

Sogenl&ngen P^P^ und P^Qy einander 
gleich sind. Durch Q, gehe die Netzkurve jfj der zweiten 8char 
Es sei B der Schnittpunkt von c, und yj (siehe Fig. 3). Da ein 
Netz ohne Umw^e vorliegt, so muB nun 
P„Pi + P,fi = P0C1+ öl« oder also 
PyR=QiR sein. Also sind P,,, P„ B, ft 
die Ecken eines unendlich kleinen Deltoids 
(d. h. Vierecks mit je zwei zusammen- 
stofiendea gleicUangen Seiten). Ist nun 
Tf, der Schnittpunkt der Tangenten von 
Cj in Pj und c^ in P, und S^ der Schnitt- 
punkt der Tangenten von y^ in Pg und 
yj in Qi, so ist T^ als Schnittpunkt der 
Viereckseiten PqQi und P^R und S^^ als 
Schnittpunkt der Vierecksseiten P^P, und Qj^R aufzufassen. Da 
das Viereck ein Deltoid ist, so muß also Pq^o °° -^o^o ^^- 

Nach der vorausgeschickten Bemerkung ist die Lage von Tg 
(und entsprechend die von S^,) unabhängig davon, wie unendlich 
nahe man P, (und entsprechend $,) anf y^ 
(bez. Cg) bei Pg w&hlen mag. Also auch 
ohne die Annahme P^Pj = P^Q^ folgt: 

Ein Survennete ohne Umwege hat fol- 
gende Eigensdiafl: Wä}iU man eitie Folge voti 
unetidlich benachbarten Kurven der einen 
S<Aar und eine Folge von unendlich benach- 
barten Kurven der andern Schar beliebig 
aus, so daß unendlidt kleine Maschen ent- 
stehen, also etwa PP'RQ' eine soldte ttnendlich kleine Masche des 
Netzes ist, so liegt der S<AniUpunkt T von PQ' und Pli und 
der Schnit^mH S vm PP" und Q'R so. daß stets PT = PS 
ist (siehe Fig. 4). 
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Wir wollen jetzt analytisch zeigen, daß diese Eigenschaft 
des Netzes im Infinitesimalen für Kuryennetze ohne Umwege 
eharakteristisch ist. 

Es seien nämlich 

die Differentialgleichungen von zwei Kurvenscharen c und y^ die 
ein Netz bilden. Die durch den Punkt P oder (ic, y) gehende 
Kurve c hat in P als Tangente die Gerade 

(3) t)-2/~a(j-a;) = 

in den laufenden Koordinaten ^, \). Wir gehen längs der durch P 
gehenden Kurve y der zweiten Schar unendlich wenig weiter bis 
zu einem Punkte P' oder {x -\- Sx^ y -\- Sy\ so daß nach (2): 

(4) II -^(^.y) 

ist. Die durch P' gehende Kurve der ersten Schar hat in P' 
eine Tangente, deren Gleichung aus (3) hervorgeht, wenn wir 
X und y um Sx und 6y variieren. Für den Schnittpunkt T 
oder (^, t)) beider ewähnten Tangenten ist daher außer (3) auch 
die Gleichung: 

-dy + aöx - {ajx + a^dy){i - ^) = 

oder wegen (4) die Gleichung: 

- /5 + « - (a^ + a^ß)(jc - aj) = 

erffillt, so daß sich für ihn: 

a — ß cc~ ß 

ergibt. Demnach ist 

"" («, + «,«•-' 

Analog ergibt sich, wenn man die beiden Scharen in ihrer Be- 
deutung vertauscht: 

Nun fordern wir nach dem Obigen PT^ = PS^, d, h.: 
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Setzen wir a = tgw, |S == tgv, so daß statt (2) 

die Differentialgleichungen der beiden Kurvenscharen werden, so 
geht diese Gleichnng über in: 

w^ cos t; + Uy sin t; = ::t (^x cos m + t;^ sin u) 



oder 



d cos u ± cos V ^ sin w 2t sin t? 

^ X sin (t* — t') ^ y sin (1* — v) 



Es gibt also eine Funktion q>{x^y)^ für die: 

sin w i sin ü cos u + cos v 

^* sin (u — v) ' Vy "" gin (i^ — ^^ 

ist. Alsdann ist: 

gp^ cos tt + 9) sin M =s T 1 , 

9)^ cos t; + gp sin r =« 1 , 
d. h. in jedem Falle sind u und v Lösungen der Gleichung für w\ 
(6) (gp^ cos w + gpy sin w)* =■ 1. 

Bei der ersten Differentialgleichung (5) ist aber: 

cosw= -.-- -, smu — 



1/1 + y- • ' VT+7' ' 

und bei der zweiten analog: 

1 y 

cos y = - -- , sin e; = 



folglich gilt nach (6) für den Differentialquotienten y' bei beiden 
Kurvenscharen die Bedingung: 

(9', + 9»y ')*=!+/* 
oder: 

{ip^dx + (Pydyy = da?* + dy\ 

Dies aber ist die Differentialgleichung (i) eines Kurvennetzes 
ohne Umwege. 

Hiermit ist also bewiesen, daß für ein Kurcennetz ohne 
Umwege die Eigenschaft charäkteristisdi isty daß hei jeder un- 
endlich Meinen Masche FF'BQ' des Netzes der Schnittpunkt T 
von PQ und P' B gerade soweit oon P entfernt sein muß wie der 
Schnittpunkt S von PP' und Q'B. Hierbei ist, was wir der 
Kürze halber vorhin unerwähnt gelassen haben, stillschweigend 



Ebene Edbvennetze ohne Umwege. 859 

vorausgesetzt worden, daß die Kurven in den Bichtungen PP' 
und PQ' beide positiven oder beide negativen Fortschreitungs- 
sinn haben. 

Um noch ein Beispiel eines Kurvennetzes ohne Umwege an- 
zugeben, gehen wir von den Minimalkurven einer Rotationsfläche: 

aus. Ihre Differentialgleichung lautet: 



(ä^^^+av"^^) =^^' + ^y' 



dy 

oder, wenn wir Polarkoordinaten r,t einführen, also a; = rcos< 
und ^ =» r sin f setzen: 

woraus folgt: 

Nach dem Früheren sind dies die Gleichungen eines speziellen 
Kurvennetzes ohne Umwege, geschrieben in Polarkoordinaten r, /. 
Bezeichnen wir das Integral mit /*(r), so folgt, daß 

t = ± f(r) + konst. 
ist, d. h.: 

Läßt man eine Kurve c in der Ebene um den Anfangspunkt 
rotieren, so gehören die hervorgehenden einfach unendlich vielen 
Kurven zu einem speziellen Kurvennetz ohne Umwege. Die zu- 
gehörige zweite Schar geht durch Spiegelung dieser Schar an 
einer Geraden durch hervor. Dasselbe folgt ohne Rechnung 
daraus, daß die Schar der Minimalkurven der Rotationsfläche die 
Drehungen um die Achse gestattet. 

Wählen wir als Fläche im Räume eine Minimalfläche, so 
ergibt sich durch Projektion ihrer Minimalkurven auf eine Ebene 
ein triviales Kurvennetz ohne Umwege, bestehend aus zwei Scharen 
von je einfach unendlich vielen kongruenten Kurven, die durch 
Schiebung einer Kurve längs einer anderen hervorgehen. 



Drackfertig erklärt 9. XII. 1905.] 



GEMEINSAME ÖFFENTLICHE SITZUNG 
BEIDER KLASSEN AM 14. NOVEMBER 1905. 

Die Mängel der psychischeii Fähigkeit 
perspektiYisclie Bilder richtig anfznfassen. 

Von 
Abthur von Öttinoen. 

Ein perspektivisches Bild wird fQr eine bestimmte £ntfemiiiig 
des Auges 91 von der Bildfläche entworfen. Diese sogenannte 
„ Distanz ^^ ist ein Hauptelement, sowohl bei Herstellnng der 
Zeichnung, als auch in der Auffassung. Die Horizontebene 
schneidet das Bild im Horizont H. Ein Lot vom Auge 9 auf 
die Bildfläche trifft den sogenannten Hauptpunkt des Horizontes. 
Die drei Stücke H, und 2) sind die einzigen gegebenen Elemente 
perspektivischer Zeichnung; man könnte höchstens noch ein viertes 
hinzufügen, den Maßstab, der an irgend einer Stelle, am besten 
am unteren Bildrande, angegeben wird. Ohne Maßstab sind alle 
Strecken nur in ihrem Verhältnis zu einander zu erfassen. Obwohl 
nun ein Bild nur für einen bestimmten Augenpunkt entworfen 
ist, gibt es doch viele Fälle, in denen Teile der Zeichnung richtig 
erscheinen, wenn der Beschauer seinen Standpimkt verläßt. Es 
gibt Freiheiten der Augenbewegung ohne Gefahr einer Bildver- 
zerrung. Diese Freiheiten habe ich systematisch und kombina- 
torisch in bezug auf die Elemente if, und D in einer Ab- 
handlung dargestellt in den Berichten der Eönigl. Gesellsch. vom 
14. Nov. 1901 unter dem Titel: „Eine Forderung der malerischen 
Perspektive vom mathematischen Standpunkte aus betrachtet". 
Ich gedenke hierauf heute nur beiläufig zurückzukonunen, möchte 
vielmehr gerade die entgegengesetzte Frage behandeln. Trotz 
Einhaltung des richtigen Augenpunktes kann das Bild unrichtig 
oder mangelhaft erfaßt werden. Es liegt die Frage nahe, ob 
auch dieser Fall sich systematisch ordnen läßt Bei dieser Unter- 
suchung konmit man zu der Erkenntnis, daß zwar Mängel vor- 
handen sind, daß aber eine Schulung oder Übung des Vorstellungs- 
vermögens möglich ist und zwar auf Grund der logischen E^rafb 
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mathematischer Betmchtang. Das strenge mathematische Gesetz 
bietet uns ein Mittel dar, die Yorstellungs^bigheit zu prüfen, 
zn bericbtigeD und merklich zu fördern. 

Zwei Elementargebilde sind es, die in Frage kommen, Strafen 
und Winkel, speziell auch Entfeifiungtn vom Beschauer und Er- 
hebangen oder Neigungen von Linien in vertikalen Ebenen. 

Die Schätzung von Strecken wird mit zunehmender Ejitfemung 
immer unsicherer, bis in großer Eutfernmig alle SchBtzung gänzlich 
aufhört Feme Größen werden immer unterschätzt. Niemand 
vermag das Zifferblatt der Turmuhr richtig anzugeben und weit 
aber Lebensgröße hergestellte Statuen auf hohen Häusern werden 
als lebensgroß erfaßt. Unser Auge dringt in unabsehbare Femen, 
bis in die Fixstemwelt, aber alle Größenangaben sohwinden schon 
bei Sonne und Mond; es scheint hier nur noch der Gesichtswinkel 
uns * psychisch zu beschäftigen und für den fernen Hintergrund 
von Landsohaften gilt dasselbe. Wenn wir in freier Natur schon 
in der perspektiviBchen Gewandtheit behindert sind, so kann es 
nicht anflallen, daß auch in der richtigsten mathematischen Zeichnung 
wir in Verlegenheit gerate d. 

Wenden wir uns zunScbst einfachen, rein mathematischen 
Zeichnungen zu. Auf unserer Bildfläche können Gebilde der Fufl- 
oder Standebene gezeichnet werden. Daß alle nach einem Horizont- 
punkte gezogenen Linien einander parallel sind, ist nicht- ganz 
leicht zu sehen. Erst wenn bekannte Objekte Eich Ober diesen 
Linien erbeben, sehen vrir in die Tiefe der Fuflebeue hinab; so 
z. B. bei einer Allee von Bäumen, die gleich weit von einander 
abstehen. In größerer Büdiiefe wer- 
den die Abstände so klein, daß sie 
bald unserer Vorstellung entschlüpfen. 
Parallelität der im Horizont sich 
scbneidendeu Linien ist das erste Ge- 
bilde, dessen Vorstellung wir durch 
mathematische Betrachtung einüben. 
Hierbei wird dnrch das bekannte 
Teilungsprinzip sowohl die Abteilung 
perspektivisch gleich großer Strecken 
nach der Tiefe hin, ah = bc = cd-= — 

(Fig. i), als in brachialer Richtung aa '—bb' = cc = ■ • ■ ■ 
die gleich bleibende Entfernung beider Linien von einander zu 
erfassen sein. Dasselbe geschieht für über einander liegende 
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parallele Linien hinsichtlich der gleichen Erh^mngen aÄ =. hB 
= cC'=--', bis in gewisser Tiefe je nach der absoluten 
Größe und Feinheit der Zeichnung die Möglichkeit einer Unter- 
scheidung aufhSrt. Irgendwo 
stöBt man auf eine Schranke ^ 
doch besteht weiter die mathe- 
matische Einsicht in eine on- 
endticfa groB^ Anzahl endlicher 
s zum mathematischen 
und daß die Anzahl 
groß ist, wird nach 
□gsprinzip sofort an- 
kann aber auch auf 
Grund der Aufsuchung harmo- 
nischer Punkte dai^etan werden, 
denn c ist harmonisch zu a, h und 0, (Fig. l) und d wieder 
harmonisch zu h, c und usf bis ins Unendliche. 

£ine vom Terrainpunkt d (Fig. 2) nach einem unendlich 
fernen Fluchtpunkt aufsteigende Linie können wir uns noch recht 
gut vorstellen, nur werden wir die 
L&nge der Lote in der zugehörigen 
Vertikalebene ij i I nm so weniger 
leicht erfassen, je tiefer im Terrain 
die Lotlinie sich erhebt. Auch hier 
hilft unserer Vorstellung die mathe- 
matische Betrachtung zurecht. Wir 
ziehen durch irgend einen Punkt 
die horizontale Gerade i b und kennen 
bereits die gleich großen vertikalen 

Strecken dfc — cu =- cy — ' Nun 

wird es leicfater,die anderen vertikalen 
Linien bis znr geneigten Geraden 'II 
sich vorzustellen, denn in jeder verti- 
kalen Linie herrscht vollkommene 
geometrische Proportionalität; so z. B. 
zwischen leu und kX. Noch schvrie- 
riger aber erkennen wir das perspektivische Ansteigen einer Linie 
wie A II (Fig. 3), die geometrisch sich berabsenkt nach dem 
Fluchtpunkte II. Daß die geometrisch kleiner werdenden Verti- 
kalen aA, hB, cC ■ ■ • perspektivisch anwachsen, muß auch durch 
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ein Hilfsmittel unterstützt werden. Zieht man die Gerade 2A, 
die vorhin schon als parallel der Fußspur erkannt wurde, so sieht 
man die Strecken aÄ^bh^"- als gleich groß an und an irgend 
einer Stelle ist dann tva mit wX geometrisch vergleichbar. 
Jetzt ersieht man auch das Ansteigen der Geraden ÄH, Dieses 
Beispiel lehrt, daß es nicht ohne weiteres möglich ist, Neigungs- 
winkel von Geraden gegen die Fußebene richtig aufzufassen, 
d. h. nicht ohne Abmessung im Winkelmeßpunkte. 

Alle nach einem Fluchtpunkt hingerichteten Strahlen sind 
einander parallel. Man sieht oft am Abendhimmel die Sonnen- 
strahlen von der Sonne ausgehen; daß alle diese Strahlen im 
Baume einander 

parallel sind und ^^ Q 

auf uns und un- 
sere Umgebung 
zustrahlen ist 
nicht leicht vor- 
zustellen. Ge- 
wiß hat es des- 
halb so lange 
gedauert, bis 
ein SomAPA- 
KssniLi die Stem- 

schnuppen- 
theorie auf- 
stellen konnte. 

Gewisse mathematische Figuren sind sehr geeignet unsere 
mangelhafte Yorstellungsfähigkeit kundzutun. Das sind die per- 
spektivisdten Kreisbüder der Kegelschnitte. 

Das Auge A vor der Bildfläche bestimmt mit der Kreis- 
peripherie (Fig. 4) einen Kegelmantel von Projektionsstrahlen. 
Dieser Kegel von Projektionsstrahlen schneidet die Fußebene not- 
wendig in einem Kegelschnitt, mithin kann der Kreis als Abbild 
eines Kegelschnittes betrachtet werden, der auf der Erde liegt. 
Wir bemühen uns ihn auf der Erde liegend vorzustellen. 

Berührt oder schneidet der Kreis den Horizont nicht, so 

stellt er eine Ellipse dar, in speziellen Fällen auch einen Kreis. 

Nun läßt sich beweisen, daß der Mittelpunkt ein ganz bestimmter 

Funkt M des Bildes ist, sobald nur die Horizontalebene ange- 

^nonunen worden ist, ganz urnabhängig von der Stellung des Auges 
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in der Horizontebene, denn M ist die Polare von //. Jede 
Sehne durch M halbiert die Ellipse. Wo man auch sein Auge 
stelle, immer bleibt es schwer, sich die beiden Ellipsenhälften 
vorzustellen, und zwar um so schwerer, je größer der Kreis 
ist und je näher er an den Horizont heranreicht, weil in diesen 
beiden Fällen M inmier mehr vom geometrischen Ereismittelpunkt 
entfernt liegt. Wiederum tritt die mathematische Betrachtung 
mächtig helfend ein. Wir projizieren die brachialen Sehnen von 

einem Horizont* 
J^ punkte aus in 

irgend eine Tiefe 
und erkennen, 
daß die durch 
M (Fig. 4) strei- 
chende Sehne die 
größte von allen 
einander geome- 
trisch parallelen 
Sehnen ist, eine 
bekannte Eigen- 
schaft eines Durchmessers. Man findet dasselbe von jedem Pro- 
jektionspunkte im Horizonte aus. 

Berührt der Kreis den Horizont (Fig. 5), so ist er das Bild 

einer Parabel. Sie ist aus der Ellipse 
entstanden, die sich immer weiter 
nach der Tiefe erstreckt. Der Mittel- 
punkt M ist in den Horizont gefallen 
imd dieser unendlich ferne Punkt ist 
das Bild der ganzen fernen halben 
Ellipse. Von einer entsprechenden 
Vorstellung kann nicht mehr die Eede 
sein, mathematische Logik ist allein 
Führer. Die Parabel wird gezeichnet 
als eine Kurve, die sich immer weiter 
öffnet. Das ist bei unserem Kreisbilde 
schwer zu sehen, allein die Projektion 
überzeugt uns davon, daß bis zum Horizont hin das Anwachsen 
der Sehnen sich fortsetzt bis endlich der geheimnisvolle Schwund 
der halben Ellipse auch der mathematischen Kontrolle entbehrt. 
Rückt der Kreis noch weiter hinauf (Fig. 6), so wird der 
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Horizont geschnitten und der Kreis stellt jetzt eine Hyperbel dar 
mit zwei unendlich fernen Punkten. Der Mittelpunkt ^ ist aus 
dem Kreise herausgetreten und liegt im Rücken des Beschauers. 

Es laßt sich die ganze Geometrie der Kegelschnitte an solchen 
Kreisbildem darstellen, wie ich an einem anderen Orte durchführen 
werde. Die Methode hat große Vorzüge: 0(mz geschlossene Kurven 
liegen auch für die Parabel und Hyperbel vor, die tmendlich 
fernen Punkte sind eugängHck, und mit Zirkel und Lineal lassen 
sich Icantinuierliche Kegelschnitte hinzeichnen. Man könnte hier 
den Einwand erheben, daß bei mathematisch perspektivischer 
Zeichnung von Gebüden in einer Ebene nicht deutlich unterschieden 
wird, welche Teüe vorn und welche hinten liegen, daß ferner 
Unterschiede der Entfernung, die in freier Natur sich kundtun, 
hier fehlen. Die mathematische Zeichnung entbehrt der Luft- 
perspektive. Man kann diese indeß ersetzen durch Verdickung 
der vorderen Teile der Kurven. Es scheint aber bei imseren 
£j*ei8bildem auch dieses Mittel wenig zn helfen. Übung auf 
Grund mathematischer Logik führt immer am schnellsten zum 
Ziel. Auch die perspektivische Halbierung kann bei unseren 
Kreisbildem gesehen und geübt werden, denn auf jedem Durch- 
messer sind Peripheriepunkte perspektivisch gleich weit von M 
entfernt, was sich dadurch kundtut, daß M und m (Fig. 4) auf 
dem Horizont harmonisch sind zu p und p\ und da m unendlich 
weit in der Fußebene liegt, so hälftet M die Strecke pp\ Übt 
man sich in der Bestimmung harmonischer Punkte, indem man 
zu drei gegebenen Punkten den vierten harmonischen Punkt aus 
freier Hand einträgt und durch Konstruktion die Richtigkeit der 
Schätzung prüft, so Übt man sich zugleich im Erfassen perspektivisch 
gleicher Strecken. 

Es ist in dem erwähnten früheren Aufsatze dargetan worden, 
daß eine richtige Vorstellung von Winkeln in einer Ebene streng 
an den Ort des Auges gebunden sei. Aber auch hier zeigen sich 
Mängel, sobald die Verkürzungen bedeutende sind und die Bilder 
in der Tiefe liegen, während wir im Vordergrunde auch rein 
mathematische ebene Figuren nach einiger Übung gut uns vor- 
stellen können. Anders ist es, wenn körperliche Figuren dargestellt 
werden; unsere Vorstellung ist viel gewandter, daher architek- 
tonische Zeichnungen leicht richtig zu erfassen sind, nur muß der 
Augenpunkt erkundet werden. 

In der praktischen Malerei ist unsere Vorstellung weniger 



366 Arthiti von Öttinoen: 

behindert. Von sehr großen und gar unendlichen Entfernungen 
ist da nicht die Bede; bei Zeichnungen von Sonne und Mond 
bemerkt man schon Verlegenheiten, sie werden stets zu groß 
gezeichnet. Der gemalte Horizont ist in endlicher Entfernung 
vorzustellen; nebenbei ist der mathematische Horizont als unent- 
behrliches Element fü^ richtige Abmessung von Gegenständen, 
von Strecken, Winkeln, Neigungen nicht zu vernachlässigen. 

Die Auffassung einer Landschaft hängt merklich vom Standpunkt 
des Beschauers ab. Der folgende Versuch ist belehrend: Msji 
fertige von einer Landschaft eine Photographie an, oder besser 
ein Pastellbild. Der Vordergrund sei reich gestaltet. Von diesem 
Bilde Ä fertige man zwei Kopien an, und zwar eine im doppelten 
Maßstabe und eine dritte im dreifachen. Stellt man Ä, B und 
C neben einander auf und vergleicht zunächst den Hintergrund, 
so empfindet man, daß ähnlich wie bei Sonne und Mond, auch 
hier der Gesichtswinkel abnimmt, je kleiner das Bild ist; von 
der Entfernung selbst können wir uns meist keine Vorstellung 
machen. Nur die Luftperspektive gibt einen Anhalt för die 
Tiefen der Hint^rgrundteile. Der Vordergrund aber erscheint 
uns um so tiefer, je kleiner das Format ist, und zwar müßte 
das nach mathematischem Beweise genau umgekehrt der Verr 
kleinerung statthaben. Es muß A dreimal so tief erscheinen 
als C und zweimal so tief als B. Stellt man nun A in einer 
gewissen Entfernung auf, B zweimal so weit und C dreimal so 
weit, so erscheinen die Tiefen sowohl, als der Hintergrund merklich 
gleich. Nähert man sich jetzt den Bildern, so wird G tiefer 
als A erscheinen und entfernt man sich, so wird A tiefer als B 
und C aussehen. Dieser Versuch soll uns hier nur warnen unsere 
Fähigkeiten anzuklagen, wenn wir die nötige Bedingung, die einer 
richtigen Augenstellung, verletzen. Bei Aufstellung von Gemälden 
in Wohnräumen und in Museen ist der Versuch auch von Nutzen. 
Gestattet man nicht dem Beschauer soweit zurückzutreten, wie 
die vom Maler gewählte Distanz es erheischt, so muß der Vorder- 
grund an Tiefe verlieren. Unser Leipziger Museum wird fast 
überall das rechte Maß für das Beschauen der Gemälde gestatten. 
Doch kommen Ausnahmen vor. Das schöne Gemälde Bomjalds- 
fjord von Osterley stellt eine schön gemalte steile Gebirgswand 
dar; das Tal im Vordergrunde ist nur schmal. Es gewinnt dieser 
Vordergrund an Tiefe, wenn man zurücktritt; leider wird man 
daran gehindert durch eine Wand im Rücken. Ein Künstler 
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wird sieh nie beklagen, wenn man weit hinter die richtige Distanz 
zurQektreten kann, denn die Landschaft wird oft; gefälliger, nur 
ist sie nicht mehr ganz naturgetreu. Bei Ansichtskarten fällt 
einem oft «die unnatürliche Tiefe des Vordergrundes auf. Das 
liegt daran, daß diese Bilder mit kurzer Brennweite aufgenommen 
worden sind. In der Distanz von etwa 10 Zentimeter werden 
sie naturgetreu und sie bleiben naturgetreu, wenn man sie mit 
einer schwachen Lupe betrachtet, die man dicht vor das Auge 
hält. Die Lupe bewirkt dann keine Änderung des Gesichtswinkels, 
also auch in diesem Sinne keine Vergrößerung, sie schafft nur 
Deutlichkeit bei geringer und richtiger Distanz. 

Die Luftperspektive des Vordergrundes kann nur in der 
richtigen Distanz richtig beurteilt werden. Als Beispiel erw&hne 
ich die Römische Landschaft von Preller (Nr. 726 des Leipz. 
Museums). Der reiche hügelige unruhige Vordergrund verliert 
seine Plastik, wenn man zu nahe steht. Er wird schöner und 
tiefer, je weiter man zurücktritt. Bückt man zu weit zurück, 
so fehlt es schon merklich an Luftperspektive, wenn auch die 
Pormen gewinnen. . 

Hierher gehört auch folgendes Erlebnis: Ich stellte einmal 
einen Freund vor ein Pastellbild, das einen reichen Vordergrund 
hatte. Sogleich äußerte er, der tiefere Teil des Vordergrundes 
habe zu wenig Luft. Ich erwiderte nichts, veranlaßte meinen 
Freund zwei Schritte näher zu treten in die richtige Distanz 
und sofort rief er: „Jetzt ist es richtig!" Der Kritiker muß 
immer vorsichtig sein. Hierzu kommt noch folgendes: Es gibt 
Falle, wo der Künstler mit Becht von den mathematischen Ge- 
setzen der Perspektive abweicht, weil er dem veränderlichen 
Standpunkt des Beschauers Bechnung trägt. Eine gewisse Freiheit 
der Bewegung muß der Maler voraussetzen, und hiermit ist die 
strenge Befolgung der Gesetze zuweilen im Widerspruch. Wider- 
wärtige Verzerrungen müssen vermieden werden. So darf z. B. 
eine brachiale Beihe von Kugeln nicht in richtiger Projektion 
gemalt werden, weil bei seitlicher Verschiebung des Standpunktes 
die widerwärtigsten Verzerrungen den Anblick stören. Grenaueres 
hierüber mit Berechnung des Betrages findet man in dem oben 
angefahrten Artikel, Seite 448 ff. 

Weitgehende Beachtung verdient das folgende wohlbekannte 
Gesetz für jeden Vordergrund: 

Teilt man die Strecke vom unteren Bildrande bis zum Hori- 
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zont in zwei gleiche Teile, so ist die Strecke vom unteren Bild- 
rande bis zu jener Halbierungsstelle immer gleich der Augendistanz 
i), wenn diese in dem Maßstabe gedacht wird, der am unteren 
Bildrande in der Standebene besteht. Der Satz, d^r in dieser 
Form wohlbekannt, wenn auch zn wenig beachtet wird, kann 
noch stark verallgemeinert werden, indem man die Tiefe eines 
beliebigen Punktes in seiner Abhängigkeit von der Distanz unter- 
sucht. In dieser Allgemeinheit kann man sagen: Die Tiefe, in 
der irgend Hn Punkt der Fußebene erschemt, ist proportional der 
Entfernung des Auges vom Bilde/' Ich kann mich nicht erinnern, 
diesen so wichtigen Satz irgendwo gelesen zu haben. Doch ist 
der Satz unschwer zu beweisen. Erstlich kann durch das Zurück- 
treten des Beschauers der am Bildrande verzeichnete Maßstab 




nicht verändert werden. Man kann sich am einfachsten einen 
Meterstab. auf der Erde liegend denken, so zwar, daß sein Bild 
genau am unteren Bildrande erscheint. Bückt man nun zurück, 
so bleibt das Bild dasselbe, nur weicht der vorgestellte Meterstab 
weit-er vom Beschauer nach der Tiefe hin fort. Trägt man nun 
in bekannter Weise den niedergeklappten Distanzpunkt auf dem 
Horizont auf, so ist es sofort ersichtlich, daß die Projektion eines 
beliebigen Punktes a (Fig. 7) von den Distanzpunkten d d' d'^ 
aus Maßgrößen ergeben Am^ Am\ Am'\ die proportional den 
Distanzen Od, Od\ Od" sind; m. a. W.bei der Distanz Od erscheint 
^a so groß wie iim, in der dreifachen Distanz Oct' dagegen so 
groß wie Am'\ 

Mit der Veränderung der Tiefenauffassung hängen viele be- 
merkenswerte Erscheinungen zusammen: Gesetzt, es verlaufe eine 
Allee vom unteren Bildraude links in schräger Richtung nach 
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der Tiefe rechts hin. Man faßt hierbei eine gewisse Richtung 
der Allee auf. Tritt man zurück, so bleibt der Alleepunkt am 
unteren Bande fest, aber ein in der Tiefe liegender Endpunkt 
liegt jetzt in der Vorstellung weiter fort, als vorhin, folglich 
wird auch eine andere Richtung der Allee vorgestellt werden. 
Der Betrag der Bichtungsänderung Iftßt sich genau angeben nach 
dem bekannten Winkelmeßverfahren vom Winkelmeßpunkte aus 
nach den Fluchtpunkten im Horizont. Noch ein Beispiel: Ein 
im Vordergrunde links befindlicher Pfosten werfe seinen Schatten 
vom Vordergrunde nach der Tiefe rechts hin in schräger Bichtung. 
Ändert man seinen Standpunkt, so ändert sich scheinbar auch 
die Bichtung des Schattens. Mithin ändert, man auch die Auf- 
fassung hinsichtlich des Sonnenstandes, Eine schräg verlaufende 
Mauer oder Brücke stellt sich in der Auffassung mehr parallel 
dem Horizonte, je näher man an das Bild herantritt. Endlich: 
Verläuft ein Fluß im Zickzack im Vordergrunde des Bildes, so 
streckt sich der Lauf scheinbar, wenn man sich entfernt, er 
knickt zusammen und bildet spitzere Winkel, wenn man sich 
dem Bilde nähert. Es sieht so aus, als hätte der Fluß oder 
Weg Scharniere an den Wendepunkten. (Es wurden Bilder in 
verschiedenem Maßstabe vorgelegt zur Erweisung der zuletzt be- 
sprochenen Versuche, und zwar der Lauf der Passer bei der 
Zenoburg bei Meran und eine geknickte Allee am Ufer des 
Vierwaldstättersees bei Luzem). 
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SITZUNG VOM 4. DEZEMBER 1905. 

Geschäftliche Mitteilungen und Tauschyerkehr. 

Schreiben der kgl. preußischen Akademie der Wissenschaften in 
Berlin, worin die Geneigtheit derselben, dem Kartell beizutreten, mit- 
geteilt wird. 

Wahl der Sekret&re für die Jahre 1906 und 1907. Zum Sekret&r 
wird, nachdem Herr Zibkbl erklärt hatte, eine eyentuelle Wiederwahl 
aus Gesundheitsrücksichten nicht annehmen zu können, Herr Kabl Ghuv 
Yom I. Januar 1906 ab gewählt, welcher die Wahl annahm. Die Wahl 
zum stellyertretenden Sekretär, anstatt des ebenfalls eine aber- 
malige Wahl ablehnenden Herrn Gbbonbr^ fiel auf Herrn R. Boeum, 
welcher, in der Sitzung nicht anwesend, über seine Annahme zu be- 
fnkgen. ist. 

Feststellung des Sitzungskalenders für 1906. 

y ortläge: 

Herr Schsibnsr legt eine Abhandlung für die Berichte vor: „Zur Auf- 
lösung der Ikosaedergleichung^V 

Herr Bbuns kündigt die Vorlage von zwei Arbeiten an: i. von Herrn 
Prof. Bruko Peter: „Vermessung von 28 Sternen in den Hyaden^*; 
zum Abdruck in den Abhandlungen. 2. von Herrn A. Erauhr: 
y,Studien über das Verhalten von Taschenuhren"; zum Abdruck in 
den Berichten. 
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Zur Auflösung der Ikosaedergleichung. 

Von 

W. SOHEIBMER. 

Bekanntlich ist es Heim F. Klein (in Verbindung mit Herrn 
Qordan) gelungen, die Auflösung der Gleichungen 5ten Ghrades 
auf die Eigenschaften der sogen. Ikosaedergleichung zu gründen, 
welche ihrerseits von einem einzigen Parameter abhängt, auf den 
6osten Grad steigt und eine verhältnismäßig einfache Auflösung 
mittels elliptischer Thetafunktionen gestattet Diese Gleichung 
kann für c(^ = z in der Gestalt geschrieben werden: 

wo 

Äfg = j»^ + 1 1 je? - I , 

i?^ = J5* - 228;b' + 494;B* -f 228iH- I , 

und ür(^) oder q einen noch zu bestinmienden Parameter be- 
deutet. Führt man femer die Funktion ein: 

^6 = ^*+ 522;ß;^ - 10005;er* - 10005;?*- 522;sr+ I 
= (j8f*+ !)(£:* + 522;?*- lOOOÖ;?*- ^22g -{■ l) , 

SO besteht die identische Relation 

mithin auch 

4 + sy(3)(ÄfJ-Ä:J) = o oder t^r to) = ^r-^« * 

*4 — ^6 

Für e=^a? bezeichnen $^ und z^ die beiden Kovariänten 
144^ und — 864Ä der Funktion f=xg^j 

wenn letztere vom Grade tn = 1 2 angenommen, also der Koeffizient 
von x^* «0 ^ *-^ vorausgesetzt wird. 
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Die entwickelten Formeln gestatten eine Yereinfachang, wenn 
man an Stelle von z die Variable y einfahrt und 

i25y-=fi-^+ II 
setzt. Damit folgt 

£s = i2szy, e^^3^2$z\5P^- ioy+ i), 

i»«= I5 625;e?«(y* + 4y- i)/i25(i25y« - 22y -\- i), 

und die Ikosaedergleicbung erhält die Form einer bikubiscben 
Besolvente: 

wofQr man auch schreiben kann 

Setzt man femer 

6 = i5(5y*- 103^+ I), 

^ = 5(3/* + 4y - )/5(i25y«-22y+ i) , 

J = i6(j2-^i^ß«)=i5»(4y)% 
nebst 

G» - - 1 808 ar V , J^* = 6o«(i - (5)y* , 

so wird nicht allein J die Diskriminante der kabischen Resolvente 

sondern auch 

G* 27 «B G* 



?(T = 



ö» - 27H 



t » 



o — I H* 



Mithin wird ?5'<o für o<Ä<27, iDr>i för Ä>27, 
o<cir<i fÜrÄ<o, während die Werte cor = o und Ä = o, 
T? =» I und 51 = oo , c^r = cx> und i$2 = 2 7 einander entsprechen. 

Daß die Wurzel der Ikosaedergleicbung sich durch hypei'- 
geometrische Entwickelungen ausdrücken läßt, hat im Anschluß an 
die bekannten Untersuchungen von Herrn Schwarz über algebraische 
Fälle der hjpergeometrischen Reihe Herr Klein in Band XU der 
Mathem. Ännalen S. 514/15 gezeigt. In der inhaltsreichen Algebra 
des Herrn Weber, Bd. EI, S. 432, findet sich für die Wurzel x 
der Gleichung 

H^-h 12^(3 ' Zi^^O 

26* 
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der Axusdruck 

1 J^^fll^ I», ±, c) 



a?= cJ 



^(H' -h' «' ®)' 



welcher auf bekannte Weise umgeformt werden kann, wenn der 
absolute Wert von üs kein achter Bruch ist. 

Läßt man dagegen 

r ^ 9l i6 G* 

^^-^ j 27 J 

die absolute Invariante der elliptischen Modulfunktionen bedeuten, 
und bestimmt g = e*"* als das zugehörige Modulargument, so er- 
hält die Wurzel x den einfachen Ausdruck^): 



2;(-i)'«g5».«-« ^ 4^1 (2 /u", 3^) 



2 



oder wenn nach Weber {Algebra Bd. II, S. 431) v = 5n + i und 
= 5« + 2 gesetzt wird, 



:^i(-o-/*'""'-^(-.r. 



,i («'+»)' 



HB— » 



d. h. mit umgeändertem Vorzeichen: 

1 I _ g,l 4- g« _. 58 _ g" . . I I _ gt _ ^8 ^ ^14 ^ ^«6 

X = a — = 



I _ glO _ g«0 ^ ^60 . . i , _ g4 _ 5O _^ ^18 4- g«» . . 

Der Wert des Parameters US läßt sich nach Exein's Theorie 
als Funktion der Koeffizienten der gegebenen Gleichung 5ten 
Grades, beziehungsweise der Quadratwurzel ihrer Diskriminante, 
algebraisch berechnen, dergestalt daß die Wurzeln der gegebenen 
Gleichung und der Ikosaedergleichung aufeinander reduzierbar sind. 
In der Tat zeigt sich, daß für 

I 

^^ 2W+ 5 



I) Durch Druckfehler steht in Kleines Ikosaeder, S. 132 und CreUe's 
Journal^ Bd. 129, S. 154, sowie McUheni. Annalen, Bd. 61, S. 53 der 

Wert (z'"^^*->-; yeTglKj.EiN'¥KicKE Modülfunktümen Bd.2,S.3Sz. 

Vgl. auch BiAKCHi im 17. Bande der math. Annalen^ p. 252, Klein, ebenda, 
p. 569, sowie JProceedings of the London Mathematical Society 1880, p. 152. 



\ 
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die Ikosaedergleichnng in der kanonischen Gestalt 

oder kürzer 

w;* = 5 - 3 1/^w Ts) , 

einfach als die JACOBi'sche Resolvente ^) der sogenannten 
Brioschi' sehen Normalform*) 

(x^ ± 5fl;* + ^ix = 3 y± 6(oT- I) 

definiert werden kann. 

Die Auflösung der bikubischen Besolvente für y kann ver- 
möge der Gleichung 

durch Ausziehung der fünften Wurzel aus J geleistet werden, 
sobald die Koeffizienten G und H der kubischen Besolvente er- 
mittelt sind. Zur Berechnung von g aber reicht die Kenntnis 

des Parameters V5 = rirz. In vollständig aus. Dabei bleiben 

zwar die Werte 

um Potenzen eines Faktors h unbestimmt, allein der Wert von q 
wird dadurch, wie man leicht einsieht, nicht beeinflußt 

Wie S. 371 (Sitzimg vom 7. Dezember 1903) erörtert, beruht 

M 

die Berechnung von g = c ^' auf der Einführung der Gauss- 
schen arithmetisch -geometrischen Mittel M und M' zwischen den 
Größen 

m und n resp. m und n = "j/m* — n*, 

welche in der elliptischen Thetafunktion 6(m, q) das Argument 
der Amplitude 9 







• I) Vgl. S. 312 (1904). 
2) Vgl. S. 102 (1905). 
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fi 

definieren, während x = — den Modul des Integrals bezeichnet. 

Schreibt man 

i,-ig(« + ^) + K-ig2 = ig5' »«'^•' 

80 erhftlt man einfach 

lg^=«-^l-«»-?,-, 
igo;* = 2ig^ + ?-3(/, + j, + i,..). 

Die Berechnung von m und » aber richtet sich nach dem 
Vorzeichen der Diskriminante J. Im Falle £r' > 2jH* findet 
man auf bekanntem Wege f&r 



% CD 



= ^{i + 240g(i + 9ö*+28f/ + 73«*+ 126^-.)}, 

= ^{i-504g'(i +33^^+244^+ 1057g«..)}, 

folglich 

3 - ' { ' + 240g'(i + 9g' + 28g* + 73g» + I26q^ • •) ) » 

12 f!y - ^i ^_ g» - g* + g" + g" - g" • •)" 

Aus den drei Wurzeln 

der kubischen Resolvente ^l^^^GX-^H hat man alsdann die 
Werte zu bilden: 

m = yi^ - Aj , » = ]/Ai - A, , w' = ]/A, - Aj . 
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Ist dagegen ff' < 27^*, so ergeben sich die Ausdrücke: 

^ = - ,s**^^j' = m»'Aii') 

= - qii + q- q' - q' - q' - q" ••)*',') 

= j\{l- 2409(1-99+283«- 73?'+ 1263* ••)} , 

= »ie { ' + 504g(i -33q + 2443* - >057«' • •) | , 
« { ' - 240?(i - 99 + i8a» - 739« + i269< ■ •) } ' 



i2«üy 



(I 4. 5 - gt _ ^6 _ ^7 _ glS . .) 



14 



und wenn X = ^kid-^ — d^} die reelle Wurzel der Resolvente, nebst 
I** = I2X«- ff: 



m 



= y2n, w = y'fA + 3i, n^Yii-S^- 



Da für G^>'2'jH^, 75^ >i, so ist der gefundene Wert 
1 2'(ar • g^ = I + 744g* . . neben 5* < i damit in Übereinstimmung. 
Für ff • < 2j H^ dagegen liegt uS zwischen o und i, so lange 
ff<o, und wird negcdiv für ff>o, während für g = o, 

ff = — = 00, neben G^=^2iH^ imd CT = ± cx>. Mithin wechseln 
12 ' ' 

Jfc* 
beim Durchgang von g^ durch ^, oder von ff durch = 00 , 

75 und ff'— 2 7ir^ das Vorzeichen, sodaB man für g^ > /, auf 
den Fall G^^- 2'jH^^ IS > i zurückkommt. Von einem Über- 
gange zu g < o kann nicht die Bede sein, und die Gleichung 
1 2'Qr • g = — I + 744g . . . enthält für co < o und kleine Werte 
von q keinen Widerspruch. 

Aus dem berechneten Werte von q geht für G^>' 2yH^^ 
bei Vernachlässigung von g**, die Ikosaederwurzel hervor: 

2. 

oder 



i) Die Exponenten bilden die Reihe der sogen. Pentagonalzahlen 
in(3»± I). 
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nebst 

z q 
sowie 

Z q 

= i(i-6g*+95*+iOg*-30g®+6g*®-25g"+g6g^*+6og"-). 

Da aber 

so folgt zur Ermittelung des Faktors k die Gleichung 

Ä;« = - i8o»^\ 

und nach Substitution der obigen Werte von y und J: 

* = ± Soq'^' - 9* - 2* + 63'» - 53" - 43" + o . g« . .) , 

Ist aber G^ '< 2j H^^ so ergeben sich die entsprechenden 

Formeln: 

1 

X^-q^ (I _ g5)(l + g + ^« _ g*) . . . ^ 

^ = -g(i + 5tf + i52' + 30tf'+40(/*+ 26g* -30g«-.), 
^==~^ (1-5(^+10^^-5?'- i5(?^+24g*+i5g«-7og'+ 30g«..), 

i25y=-^(i +g-g*- 2g^-g« + o -g' + o V •)•, 

endlich 

Ä; = + ^ (I + g - g^ - 6g» - 5g« + 4g' + o . g» . . 



Im Art 14 S. 171 der Sitzung vom 29. Februar IQ04 finden 
sich die Bedingungen untersucht, unter denen eine bikubische 
Gleichung in der kanonischen Form 

z^ + iS^j'f* + i5^4i»* + -4^ - ± Äg^z 

sich auf die JACOBi'sche Resolvente einer Gleichung f&nften Grades 
zurückführen läßt Diesen Bedingungen wird die bikubische 
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Resolvente der Ikosaedergleichnng zu genügen haben. Setzt man 
in dem Ausdruck 

5y+y = Io-l2V^y^ ^ = —+5' 

so folgt 

w*'=5- 3 Vsf{2w-\- 5) , 
oder 

w^ - 15«?* + 75«''*- 125 + 27W(2w + 5) = o 

neben der JACOBi'scben Resolvente fClr is '^ ^Ä S ± x^z^: 

Hier bezeichnet D5 die Diskriminante von f^As?'- mit den 
Eovarianten 

Legt man auch hier die kanonische Form 

/•«»*+ loGdi? + sEx + F 

zu Grunde und schreibt (S. 172) 

so ergibt die Vergleichung der Koeffizienten der beiden für w ^ z 
zu identifizierenden Gleichungen: 

6 = |} + 3y« = 3 , G» - 24' = 3/3" - 2|Sy« + 15/ = 15 , 
25H»-a' = 25- 27sy, 

oder 

27T!y- 25 = ay + j3'- nj^V+aSi^/- 25y«, 

während 

oder 

54*c5« = a^+32ay(5/3*-45i3y*+io8/)+256/3«(/3«-ioj3y^+25/). 

Aus diesen vier Gleichungen findet man die Werte von ußyJS 
lediglich durch Ausziehung von Quadratwurzeln, und zwar erhält 
man leicht 

« = ±54(^3^-1), j3 = |, y = ±i, 

während TB beliebig bleibt. Die doppelten Vorzeichen richten sich 
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nach dem Vorzeichen der Diskriminante A oder C — 27 J^*. Der 
entsprechende Ausdruck von f wird mithin 

und stimmt mit der S. 102 angegehenen BRioscm'schen Form 
fQr 6 = ± Y überein. Auf diesem Wege laßt sieh also die 
bikubische Ikosaederresolvente auf die sogen. BitioscHi'sche Besol- 
vente 5ten Grades, gleichfalls mit einem wesentlichen Parameter, 
reduzieren, und die Wurzeln beider Gleichungen werden rational 
voneinander abhängig. 



Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, an einem einfachen 
numerischen Beispiel die bequeme Anwendbarkeit der ent- 
wickelten Formeln zu prüfen. Wir wählen hierzu die Parameter- 
werte , _ , 

^1 == - i "^^ ^8 = Toi > 

welche beide dem Falle G^^zjH^ entsprechen und zunächst 
auf sehr r^^h konvergierende hypergeometrische Reihen fähren. 
Man erhält aus Weber's Formel: 

1 I + «09_ j, 1 



itöo 



also für (ETi = - ^: Iga-j = 9-334557^, 

_i . 
101 • 



und für sr, = jj^ : lg x^ = 9.3321 ig, 



nebst 

igyi = 1-232548, igy2= 1.240303W. 

Um die Wurzel der Ikosaedergleichung mittels elliptischer 
Modulfünktionen zu berechnen, hat man von einer kubischen 
Eesolvente auszugehen, welche den gegebenen Werten von ca ent- 
spricht. Eine solche ist 

4A'' = ± 3^'+ 10, k[= 1.54043, ^'= 1.17429, 
wobei ich bemerke, daß für 4X* = GA + H: 

zu setzen ist. Die zugehörigen Werte des Modularguments ergeben 

lggi = 7430528, lg«, = 7.825712, . 
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Damit folgt weiter 

Ig^i = 9487277», Ig^ = 9-568059«, 
Ig^i = 0.479555 , Igy, = 0.094648 , 

\gWi = 0.368150«, lgM?j = 0.321780«. 

Die beiden gefundenen Werte erfüllen die Ikosaedergleichung 
in der Form 

5y + i= 10- I2t^.y«, 

y 

oder 

was bei den oben aus der hjpergeometrischen Entwickelung ab- 
geleiteten Ausdrücken nicht der Fall ist. Es scheint hiemacli, 
als ob die WEBER'sche Formel eine üngenauigkeit enthalte, die noch 
der Aufklärung bedarf. Um kein Mißverständnis entstehen zu 
lassen, mag hier noch ausdrücklich hervorgehoben werden, daß, 
wenn man die fOr 6r' > 2 7 H^ geltenden Formeln auf den Fall 
einer negativen Diskriminante J anwenden will, man imoffmäre 
Werte von q zu Hilfe nehmen muß. 



Die vorstehende Notiz über die Auflösung der Ikosaeder- 
gleichung mag als eine Ergänzung der historischen Bemerkungen 
auf S. 314 (Sitzung vom 5. Dezember 1904) angesehen werden; 
ein paar weitere Zusätze sollen zur Erläuterung der auf 8. 213, 
225 und 226 (Sitzung vom 6. Juli 1903) angestellten Betrach- 
tungen dienen. 

S. 213 Zeile 10 würde zweckmäßig hinzuzufügen sein: 

„Es mag gleich hier bemerkt werden, daß die Gleichung - 

nicht notwendig voraussetzt, daß die Funktion /" ein in a;"* mul- 
tipliziertes Glied enthalte. Vielmehr kann im speziellen Falle 
der Koeffizient a^ = o sein, ohne daß die Koeffizienten a oder 6, 
d. h. die Kovariante gXy ihre Bedeutung verlieren. Ebenso kann 
eintretendenfalls \ verschwinden, sodaß 3f* m g nicht vor- 
kommt; es sind dann gleichwohl /' und g als Kovarianten von 
den Graden m und « zu betrachten, wobei «pl resp. %li den 
Faktor ^ erhalten. Auch ist leicht einzusehen, daß der Ko- 
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Variantenbegriff nicht auf den Fall beschränkt zu werden braucht, 
in welchem die Koeffizienten h rational durch die Koeffizienten a 
bestinunt werden: als Beispiel für eine irrationale Kovariante 
kann die oben eütwickelte Gleichung 

Q^'ix - x) = f (I - I') oder q'q"{x' - x') = e(S' - g") 

dienen, wo zwar £' linear von x\ diese Wurzel aber algebraisch 
irrational von den Koeffizienten der Funktion fx abhängt/' 

S. 225 wird ferner angeführt, daß die Kovariante der kten 
Überschiebung [fg\ = h die Gleichung erfüllt: 

also ist 

eine zuerst wohl von Cayley betrachtete Kovariante von f und g 
vom Grade w + n — 2 fr , mit dem Gewichte g = ä und mit bi- 
linearen Koeffizienten. Zum Beweise der Ko Varianteneigenschaft 
für die A;te Überschiebung reicht es aus, mittels Differentiation 
daraus die Kovariante der A; + i sten Überschiebung herzuleiten. 
Man erhält leicht 



nebst 
oder 



femer 



(tn + n^ 2k)U\gl = IfffYk + (« - Wgl^i , 

(m + « ~ 2k)[fg,\ = [fgX - (w - fr)[/V/Jt+i , 

folglich durch Subtraktion: 

Für den er^fen Teä des Art, 11 S. 226 endlich dürfte sich 
die nachstehende erweiterte Fassung empfehlen, welche auch die 
Einführung des Polarenbegriffs berücksichtigt. 
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„Selbstverständlich gestatten die bisher angestellten Betrach- 
tungen über Kovarianten oder Invarianten ganzer Funktionen 
Verallgemeinemngen nach mehrfacher Richtung, namentlich bei 
Vermehrung der Anzahl der Variabein. Um gewissen Sfttzen 
und Ableitungen eine größere Übersichtlichkeit und Eleganz zu 
verleihen, hat man homogene Ausdrücke mittels Einführung einer 
neuen Variablen y zu Grunde gelegt, also statt der Funktion fx 
die binäre Form f{xy) als Ausgangspunkt gewählt. So erhält 
man z. B. für 

/"= a^ixf^ + m^a^ixr'-^y -f m^a^3f*-^y^ • • + a^y"" 

^L^^^f^y^L) und ^ = i(x^-^4-3^-?^), 
, m^ ox ^ oy^ n^ ex cy^^ 



^-\f9]-Iz{ 



y rdf_ cg _d£dg.^y_ c^g^ 
mn^dxdy dydx^ mndixy)^ 



sodaß die Kovariante^, nach Weglassung des Faktors ^— ^g^+^s— ^, 

nodt der Fimktionaldeterminante der Funktionen f und g nach 

X und y übereinkonmit. Der Vorteil besteht hauptsächlich darin, 

♦ fr 1 » 

daß die lineare Substitution x = T-t-r-^ durch die beiden ein- 

fächeren x^dj + d^, y = d^^ + S^ ersetzt wird, und tritt bei 
mehr Variabein noch mehr hervor. 

Wir beschränken uns jedoch in dieser Beziehung auf die 
Betrachtung der einfachsten, auf die lineare Transformation be- 
liebig vieler Variabein bezüglichen Fälle. Die elementare Auflösung ' 
eines Systems linearer Gleichungen von der Form 

S a^Xi = yj^ gibt Bx^ = S ^- y* , 

I k 

WO 

Ä = |af| = S«M? 

die Determinante des Systems bezeichnet. Führt man nun die 
lineare Transformation in der Gestalt aus: 

^i =* S ^* I* ? wodurch y^ = g «* c^ 

k i 

hervorgehen mag, so folgt 

«J = g^Jfl* und för P = |«J' = S«JAf: 

P5. = SAf?/,. 

k 
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Hier ist aber nach einem bekannten Satze der Determinanten- 
theorie 

P = €i2, wenn e = | tf f 



die Determinante der linearen Substitution bedeutet, d. h. B ist 
eine Invariante der linearen Funktionen y = fx^ vom Gewicht i . 

Betrachtet man jetzt die (homogene) quadraiiscke Form 

f{x^x^ . . a;J = /"a; = S (^^^i^t^ «f = «i i 

(JE: 

SO wird 

Durch die lineare Transformation a;, = SÄ*Sjt ergibt sich 

k 

S='S|J?I„ wo i3* = S*?«?. 
Zugleich erhält man 

K- = 2SafS,= 2S&?a?,, nebst cJ^SiJ?«^?. 
ua aoer e^ » o ^ o o ^ 



so hat man auch 






also &f = I3i . Mithin folgt 

I ö* I = I 6* I = f I aj 1 neben i «* 1 = e 1 6* | = «» 1 a}" | , 

d. h. die synametrische Determinante | af { ist eine Invariante der 
Form f vom Grewicht 2. 

Für eine beliebige ganze Funktion F{x^x^ * * ^«) = ^^ ^il^ö 
man mit den Argumenten x^ + hy^ die TAVLOR'sche Entwicklung 

F{x + Äf/) - Fa; + Äa>i(rry) + \h^O^{xy) + |Ä'<Ps(a?y) • • • 

und setze 
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so wird der Koeffizient von h^*. 



I ^, . r. y?y?-y^ d^F 



-, 0{xy) = S 



wenn die Smnmation S &u^ ^^^ positive Zahlen v^ inkl. der 



r 



Null erstreckt wird, deren Summe p betrftgt. Für j?= i, 2 
erhftlt man 

wo die Indizes i und Ä; unabhftngig alle Werte von i bis n an- 
nehmen. Vermöge der linearen Transformation wird ebenso 

F(| + hfl) = Fl + hO^i^fi) + iÄ*<l>,(gi?) + . . , 
also auch 

*i=-S|{i?, und <l>, = Sg|^^»J,%. 

Die guadraUscJie Form 
liefert ftbr die sogen. Hesse sehe Determinante 



die Gleichung 



a'jp 



H = 






H = i^H, 

d. h. J? ist eine Kovariante der Funktion F mit dem Gewicht 2. 



Bezeichnet man femer durch F^(x\ F^(x) • • F^{x) ein System 
von n Funktionen beliebigen Grades von x^x^ ** x„ mit der 
Funktionaldetenninante q,tt ip i, , 

dix^x^ " xj ' 
so erhält man vermöge der n linearen Gleichungen 

die Belation 

8( F.J.-F,) 

mit anderen Worten, i) ist eine Kovariante des Systems F^F^'- F^ 
mit dem Gewicht i. 
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Wenn Fx eine homogene Funktion der n Variabeln x^ vom 
Grade m ausdrückt, 80 nennt man 0^{xy) die |)te Polare von F, 
für welche die Relation erfüllt ist: 

wie aus der identischeii Gleichung 

F(x + hy) = Ä" F(y + f ) 

hervorgeht. Sei z. B. n>= 2, so erh&lt mitn: 

usw. neben 

„ dF ^ dF , .,cF a'.F^ c'F 

usw. 

Schreibt man folglich 

F{XiX^) = rt?/*(rr) nebst a? = - , 
so ergeben sich die Werte 

USW. und damit für y = — : 

allgemein 

Vertauscht man hier x und y, sowie p und m — p und schreibt 
kurz f für /*(y), so folgt der weitere Ausdruck 

Man schließt daraus, daB in Bezug auf x und y von den 
Graden m — p und jp sein muß, während die höheren Potenzen 
sich von selbst wegheben. 
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Die lineare Transfonnation aber nimmt jetzt die Oestalt an: 

wenn § = v- , n ^^^ * === ^1 , ^i =" ^f > ^2 ^^ ^J » ^3 =* *i E^' 
schrieben werden. Setzt man also 

*25 + *s = ^> ^2^ + *s = e'» 

so hat man 

und es wird durch das Stattfinden dieser Relationen 97 als die 
|9te Polare von f definiert. Beide Gleichungen gehen ineinander 
über für y = a? oder -»y = 5 ? f'^^pi während fftr a? = o oder 
y = 0: 

^p{Oy) - f - in^jpiyf, + w^i?,y*f„ + • . 



= Om.p3^'' +A»«-p + iy^""' +i52«m-p + 23^'""* • • + «»»» 



Eine Kovariante t|;(xy) endlich von <)p(:ry) in Bezug auf die 
Variable y wird zu einer Kovariante von f{x)^ wenn man y 
durch X ersetzt.*) Denn da für äj = f (/ijp — g) ^iy) einer Gleichung 
genügt von der Form 

^q''i'^{xya) == ^{xkic^ 

vom Grade 9, der Dimension ^ und dem Gewichte A;, während rr 
auf den Grad ^{m— p) steigt, so erhält man durch Multiplikation 
mit ^' <"•-*') für 

y^x, i? = |, e' = ^, ^ = |Ä(w-p) + g = ftW- 2*: 

^^^H){xa) = if;(ga), 
also eine Kovariante von /*, Grad /, Dimension jii, Gewicht A*.'' 
I) Webkb, Algebra, Bd. I, S. 188. 

Dmokfertlg exkUkri 21. XU. 1905] 

M»th..phyt. Klaue 1906. Bd. LVII. 27 



SITZUNG VOM 3. JULI 1905. 

Zwei Briefe Ton Wilhelm Weber an G. Th. Fechner 

llber das psychische Maß. 

Auszugsweise veröffentlicht von 
G. F. LiPPB. 

Durch allgemeine Erwägungen über das Grundverhältnis zwischen 
Leib und Seele war Fbchneb schon im Herbste 1850 dazu geführt 
worden '), „den verhäUn%8mäfiigen Zuwachs der körperlichen lebendigen 
Kraft oder dß;ß^ wenn ß die lebendige Kraft bedeutet, zum Maße 
des Zuwctchses der zugehörigen geistigen Intensität zu machen*\ Hier- 
durch hatte er ohne weiteres die sogenannte ,,Fundamentalformel^' 

, ^äß 

wo y die Empfindungsintensität und K eine Konstante bezeichnet, so- 
wie die sogenannte ,,Maßformel** 

y«iriog|, 

wo h den ,,Schwellenwert*^ der Empfindung angibt, erhalten. „Als 
erste Bestätigung", sagt Fechnkr, „fiel mir gleich ein, daß die Ver- 
stärkung der Lichtempfindung nach alltäglicher Erfahrung hinter der 
Verstärkung des physischen Lichtreizes zurückbleibt und überhaupt 
gegebene Zuwüchse zu Reizen um so schwächer empfunden werden, 
zu je stärkeren Reizen sie entstehen, ohne daß ich noch den genauen 
Ausdruck dieser Tatsache im WEButschen Gesetze *) kannte, womit erst 
eine scharfe Bewährung der Formel möglich wird. Doch schien sich 
mir mit dieser ersten noch sehr im allgemeinen sich haltenden Be- 



i) Elemente der Psychophysik, zweiter Teil, S. 554 folgend. 

2) E. H. Wkbkr, De pulsu, resorptione, auditu et tactu; annotationes 
anatomicae et physiologicae, 1834. Zusammengefaßt in der Abhandlung 
„Der Tastsinn und das Gemeingefühl" in Wagners Handwörterbuch der 
Physiologie, 1846. 
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stätigung auf einmal, ich gestehe es, eine ungeheure Perspektive zu 
er5&en^\ Es ergab sich feiner ,4^^ ^^^ Phänomenen des Schlafes und 
der unbewußten Empfindungen^' eine Erklärung des Umatandes, daß 
nach der Maßformel die Empfindung y schon für den endlichen Beiz- 
wert ß ^ b verschwindet. „Mit all dem war freilich", wie Fbchnbk 
hervorhebt, „noch kein psychisches Maß begründet; sondern die ganze 
Betrachtung litt vielmehr an dem Mangdl eines scharfen Fundamental- 
begriffes für das psychische Maß". Es konnten jedoch „die schon ohne 
Maß bewährbaren Folgerungen der Formeln'' hinreichen, „um damit 
auch die Maßbeziehung zwischen Reiz xmd Empfindung, welche in den 
Formeln mit eingeschlossen ist, für konstatiert zu halten". 

„Inzwischen übersandte ich", bemerkt Fechner weiterhin, „nachdem 
der Gegenstand soweit gediehen war, schon im Jahre 1850 dem Professor 
W. Wbbsb in Göttingen eine Abhandlung darüber, mit der Bitte um 
ein Urteil darüber, wobei ich unter Anerkenntnis der noch sehr großen 
Mangelhaftigkeit in Begründung und Ausführung des Gegenstandes 
(loch die Hoffnung aussprach, die Idee möge eine glückliche sein". 

Die zwei, durch diese Abhandlung veranlaßten Briefe von Wilhelm 
Weber habe ich nun im Mai dieses Jahres bei der Ordnung des im 
Fechnbr- Archiv der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften aufbewahrten 
Nachlasses Fecbnbrs aufgefunden. Fechnee selbst hat aus ihnen bloß 
diejenige Stelle mitgeteilt, die sich auf die von ihm geäußerte Hofinung 
„die Idee möge eine glückliche sein" bezieht. Die Briefe enthalten aber 
außerdem Erörterungen über das psychische Maß. Insbesondere ist 
zu beachten, daß hier bereits in aller Bestimmtheit der prinzipielle 
Unterschied zwischen den Ordnungszahlen der Empfindungen und dea 
Maßzahlen der Reize oder zvrischen bloßer Gradation und wirklicher 
Messung betont wird. Es erschien darum geboten, die in beiden Briefen, 
vorliegenden wissenschaftlichen Ausführungen zu veröffentlichen. 



I. 



Über den Inhalt [Ihrer Abhandlnng] erlaube ich mir noch 
folgende, wenn auch nur sehr fragmentarische Bemerkungen bei- 
zufügen, von geringer Bedeutung, die mir aber am nächsten liegen. 
Es gibt einige Empfindungen, deren Intensität wir nach Grraäen 
unterscheiden, z. B. die Lichtempfindungen von den Sternen i., 2., 
3. . . . Größe. Es gibt andere Empfindungen, wo solche Unter- 
scheidungen nicht versucht worden sind. Bei jenen hat sich er- 
geben, daß die Zahlen, welche zur Zählung der Grade gebraucht 
werden, in arithmetischer Reihe wachsen oder abnehmen, wenn 
die lebendigen Kräfte der Körper, von welchen jene Empfindungen 

27* 
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erregt werden, in geometrischer Reihe wachsen. Hierdurch ist 
die Möglichkeit gegeben, durch Messung lebendiger Kräfte, z« B. 
durch photometrische Messimgen die Nummern der Stemklassen 
zu bestimmen, zu welchen einzelne Sterne gehören. Durch diese 
Nummern wii'd aber weder die Lichtintensität eines Sternes noch 
der Unterschied der Lichtintensität zweier Sterne als (mathematische) 
Größe bestimmt. Jene Nummer n mag eine Funktion anderer 
mathematischer Größen («= log ßjb) sein, aber die Intensität, 
welche nur gradweise Unterscheidung zuläßt, kann nicht zu einer 
Funktion mathematischer Größen gemacht werden. Jene Nununem 
sind nur Bezeichnungen aber keine Bestimmungen (Definitionen) 
verschiedener Intensitäten. Der Übergang von den Gradnummem 
zu den Graden selbst liegt außer dem Bereiche mathematischer 
Betrachtung. Könnte man nun nicht sagen, daß in der Psychologie 
nicht die Nummern der Lichtintensitäten Gegenstand der Be- 
trachtung sind, sondern die Lichtintensitäten selbst, und daß folg- 
lich ein Prinzip mathematischer Nummerierung der Lichtintensitäten 
kein Prinzip mathematischer Psychologie sei? 

Man könnte zwar antworten, daß, wenn man auch nicht ge- 
wiß wisse, ob Lichtintensitäten Größen sind, und noch weniger 
sie bestimmen könne, so stehe es doch frei, die Hypothese zu 
machen, daß die Lichtintensitäteu Größen und jenen Nummern 
proportional seien. Hiergegen würde ich einwenden, daß von 
keinem Dinge gesagt werden kann, es sei eine Größe ^ sondern 
nur, es könne als Größe gedacht werden (wobei aber die Art, wie 
es als Größe gedacht werde, d. i. wie es gemessen werden könne, 
gegeben sein und alle Operationen, Addition, Subtraktion, . . . 
durch die Messung Sinn und Bedeutung erhalten müssen). Aber 
nicht die Hypothese der Möglichkeit, daß etwas als Größe ge- 
dacht werden könne, sondern nur die Hypothese der Wirklichkeit, 
daß etwas als Größe gedacht werde (mit deutlichei' Angabe der 
Art und Weise) kann an die Spitze einer Theorie gestellt werden, 
wenn die Theorie zu Resultaten führen soll, die nicht an Möglich- 
keiten sondern an Wirklichkeiten geprüft werden sollen. 

Die [von Ihnen] ausgesprochene Fundamentalhyx>othe8e wird 
in einzelnen Fällen wirklich durch die Erfahrung bestätigt, wenn 
sie so ausgesprochen wird, daß die Verhältnisse der lebendigen 
Kräfte den Zahlendifferenzen der Nummern der Intensitätsgrade, 
welche in der Empfindung unterschieden werden, proportional 
seien. Wollte man weiter gehen, so könnte man annehmen, daß 
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jede Empfindnng an eine geistige Bewegung gebunden sei; nur 
würde ich nicht glauben, daß man die Empfindung mit dieser 
geistigen Bewegung identifizieren dürfe, weil die Empfindung 
durch das Bewußtsein gegeben ist und in diesem Bewußtsein 
eine solche Bewegimg nicht enthalten ist, wenigstens wenn 
Bewegung in ihrer gewöhnlichen Beziehung zu Baum- und Zeit- 
verhftltnissen verstanden wird, was notwendig ist, wenn sie als 
mathematische Größe oder als Funktion mathematischer Größen 
gedacht werden soll. Unter Annahme einer wirklichen geistigen 
Bewegung, welche aller Empfindung zugrunde liegt, dürfte sich 
nun femer auch wohl von einer geistigen lebendigen Kraft sprechen 
lassen, im Gegensatz zur physischen lebendigen Kraft, und an- 
nehmen lassen, daß dieselbe nicht der letzteren selbst, sondern 
deren Logarithmus proportional sei, d. h. daß die geistige lebendige 
Kraft mit den Nummern der Intensitätsgrade proportional sei, 
welche in der Empfindung unterschieden werden. Will man also 
im allgemeinen von geistiger InUnsität als mathematischer Größe 
oder als Funktion mathematischer Größen sprechen, so muß man, 
wie es mir scheint, diese geistige Intensität von derjenigen unter- 
scheiden, welche durch das Bewußtsein selbst in der Empfindung 
gegeben ist, und muß sie hypothetisch hinstellen, wie es der 
Fall ist, wenn man sie sich als eine in Raum und Zeit darstell- 
bare Bewegung denkt. Es fragt sich nur, ob durch diese neue 
Hypothese etwas Wesentliches gewonnen wird, was nicht auch 
schon durch die gegebene Relation der physischen lebendigen Kräfte 
mit den Nummern der Empfindungsgrade erreicht werden kann. 
Im Verlaufe Ihrer Untersuchung haben Sie nun ferner die 
physischen lebendigen Kräfte (von denen die Nummern der 
Empfindungsgrade abhängen) nach ihrem Nebeneinander und 
Nacheinander, nach ihrer Stetigkeit und Unstetigkeit usw. klassi- 
fiziert und damit die verschiedenen Empfindungsarten und andere 
geistige Tätigkeiten in Zusammenhang gebracht. Insbesondere 
haben Sie dabei auch lebendige Kräfte, die einen inneren Grund 
haben, und lebendige Kräfte, welche von äußeren Anregungen 
stammen, unterschieden. Das Zusammenwirken beider beruht, 
wie ich glaube, auf Superposition nach dem Prinzip der Koexistenz 
kleiner Bewegungen. Kleinere von außen erregte Wellen, welche 
für sich unter der Schwelle des Bewußtseins bleiben würden, 
können, durch die aus dem Innern stammende Grundwelle getragen, 
über die Schwelle des Bewußtseins steigen und dann verschiedene 
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Nummern der Empfindungsgrade und verschiedene Empfindungs- 
arten hervorbringen. Es läßt sich hier nur beifEigen, daß, wenn 
die Grundwelle immer höher stiege, die verschiedenen Nummern 
der Empfindungsgrade, welche von den superponierten Wellen 
herrühren, nach und nach wieder verschwinden müßten. Denn 
ist ß die wachsende lebendige Kraft der Gnmdwelle, ß' die un- 
veränderliche lebendige Kraft der superponierten Welle, so wird 
die Nummer des Empfindungsgrades gleich log (jS + ß*)/^ z^ 
setzen sein, was für große Werte von ß nicht merklich von log ß/h 
verschieden ist. 

EndHch möchte ich noch bemerken, daß, wenn ß eine konstante 
lebendige Kraft (welche z. B. von der Weltkörperbewegung her- 
rührt, an welcher die Sinnesorgane teilnehmen) bezeichnet, gegen 
welche alle anderen einbretenden variablen lebendigen Kräfte sehr 
klein sind, die Betrachtung der letzteren von der ersteren ganz 
unabhängig gehalten werden kann; denn es kann, wie Sie sagen, 
„für diese kleinen Wellen die unterliegende Wellenfläche, welche 
abgesehen von ihnen bestehen würde, als Abszissenfläche angesehen 
und bloß deren Erhebung und Senkung über die Wellengmnd- 
flächen in Betracht gezogen werden". Wenn man nun aber von 
der Betrachtung dieser physischen lebendigen Kräfte zur Be- 
stimmung der Nmnmem der Intensitätsgrade übergehen will, so 
scheint mir jene konstante lebendige Kraft nicht außer Acht ge- 
lassen werden zu dürfen, wenn man nicht eine andere Funktion 
der lebendigen Kräfte zur Bestimmung jener Nummern einführen 
will. Es sei ß die große und konstante lebendige Kraft, x die 
hinzukommende kleine imd veränderliche lebendige Kraft. Nach 
dem allgemeinen Gesetze ist dann' die Nummer des Intensitäts- 
grades der Empfindung durch log (ß + x)/b gegeben, also 

Die Differentiation gibt 

j dx ß 4- X 

oder, weil x gegen ß immer sehr klein ist, 

ßdn == dx, 

d. h. die Nummern der Intensitätsgrade wachsen proportional mit 
den betrachteten lebendigen Kräften x^ nicht mit den Logarithmen 
derselben, wie es nach dem allgemeinen Gesetz der Fall ist. 



ZwKi Brikpe von Wilhelm Weber an G. Th. FEcmosR. 393 

Indem ich sehe, wie weitläufig ich geworden bin und wie 
wenig darin Ihrer ernsten Erwägung würdig sein dürfte, so er- 
laube ich mir zu meiner Entschuldigung noch beizufügen, daß 
ich nur Ihrer freundlichen Aufforderung habe entsprechen wollen, 
ohne irgend einen innem Beruf zu fühlen, in dieser Sache zu 
raten und zu kritisieren. Es macht mir ein PriTatvergnügen, Ihre 
Arbeit zu lesen, und ich lasse dabei für mich die Frage ganz 
dahingestellt, welchen Eindruck die Arbeit auf andere hervorbringe 
und maße mir noch weniger an zu beurteilen, inwiefern die 
Wissenschaft dadurch wesentlich weiter gefördert würde. Soll ich 
darüber etwas sagen, so scheint mir die Grundidee im ganzen 
richtig imd sehr scharfsinnig durchgeführt; aber ich würde vor 
der Hand noch Bedenken tragen, sie eine glückliche zu nennen. 
Unter glücklich yerstehe ich nämlich, wenn die Idee mit der Enir 
deckung neuer Fakta zusammentrifft, die einer präzisen Au^iEUSSung 
fähig sind und der Idee zur besonderen Stütze gereichen. Die 
Idee der Wellentheorie des Lichtes, wie sie Euleb Tortrug, nenne 
ich scharfsinnig und richtig, aber nicht glücklich; dieselbe Idee, 
wie sie von Fbesnel reproduziert wurde und mit der Entdeckung 
der Interferenzerscheinungen zusammentrifft, nenne ich glücklich. 
In Ihrem jetzigen Oebiete ist die Entdeckung solcher Fakta viel- 
leicht sehr unwahrscheinlich, aber doch möglich, wie vorhandene 
Fakta beweisen, z. B. daß Quinte und Quarte sich zur Oktave, 
große Terz und kleine Terz genau zur Quinte ergänzen, die auf 
unmittelbarer Tonempfindung beruhend von akustischen Theorien 
unabhängig dastehen. Nur durch solche Fakta, durch die sie 
gestützt werden, fassen jene Ideen wirklich festen Fuß i^ der 
Wissenschaft. Wie nun aber Euler die Idee der Wellentheorie 
entwickelt hat, ehe solche besondere stützende Fakta vorlagen, 
ebenso ist Ihnen die Entwicklung Ihrer Idee und die Benutzung 
des Vorhandenen zu Ihrer Unterstützung gestattet: der wirkliche 
Erfolg wird aber davon abhängen, ob Sie das Glück haben, daß 
die stützenden neuen Fakta sich bald dazu finden. Solange dies 
nicht der Fall ist, muß die Entwicklung selbst mehr allgemein 
gehalten werden, und ich würde einen Aufwand höherer Analyse 
für eine Verschwendung halten. Der Einfluß, den die vorläufige 
Entwicklung einer solchen Idee haben kann, würde durch die so 
vielen unverständliche Form vereitelt werden. . . . 

Göttingen, 1850, Dez. 12. Wilhelm W^ebeu. 
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In dem Bestreben, auf die von Ihnen gestellten Fragen so- 
weit als es mir möglich war, einzugehen, sind die von mir ge- 
machten Einwürfe vielleicht zu sehr in den Vordergrund getreten. 
Ich sehe sehr wohl ein, daß die Natur des Gegenstandes in 
numerischen Bestimmungen keine solche Präzision gestattet wie 
viele physikalische Gegenstände; aber auch bei diesen ist die 
erreichbare Präzision quantitativer Bestimmungen sehr verschieden. 
Die Unsicherheit in Coulombs elektrischen Messungen beträgt oft 
über zehn Prozent. Ich halte wirkliche Messungen im Bereich 
der Empfindungen selbst nicht für unmöglich und glaube auch, 
daß sie trotz eines sehr geringen Grades von Präzision ftlr die 
theoretische Behandlung von großer Wichtigkeit sein können. 
Man kann aber auch einer zweckmäßigen und scharf bestimmten 
Gradation ihren Nutzen nicht bestreiten. Es scheint mir aber 
auf die scharfe Unterscheidung viel anzukommen, daß der Leser 
genau weiß, wo von einer bloßen Gradation imd wo von einer 
wirklichen Messung (wie gering auch die Präzision sei) die Bede 
sei. Die wirkliche Messung fordert zwei voneinander unabhängige 
Elemente der Beobachtung, welche bei einer bloßen Gradation 
nicht nötig sind. Zum Beispiel genügt es nicht zu einer wirklichen 
Tonmessung, daß man imstande ist, durch die Beobachtung zu 
erkennen^ welcher voii zwei Tönen der höhere ist, sondern es ist 
dazu notwendig, daß man außerdem auch ein bestimmtes Intervall, 
unabhängig von der Höh^-der Töne, welche es bilden, zu erkennen 
und von allen anderen Intervallen zu unterscheiden vermag. 
Dieses Intervall bildet den Comparateur, wodurch die Gleichheit 
der Abteilungen einer Skala verbürgt wird. Einer bloßen Gra- 
dation der Tonhöhen könnten wir die Schwingungszahlen selbst 
zugrunde legen; die wirkliche Messung ergibt dann aber, daß 
gleiche Abteilungen der Skala dem Unterschiede der Logarithmen 
dieser Zahlen entsprechen. Ebenso lassen sich vielleicht in der 
Intensität bestimmte Stufen unabhängig von der absoluten Intensität 
erkennen, welche einer wirklichen Messung der Intensität der 
Empfindung zugrunde gelegt werden könnten. Die in der Licht- 
intensität der Sterne unterschiedenen Stufen können vielleicht 
wirklich so angesehen werden. Geringe Anfänge zu solchen 
wirklichen Messungen scheinen mir als eine allmählich auszubildende 
Grundlage der Theorie von der größten Wichtigkeit Wo diese 
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vor der Hand nicht ausreichen, muß man sich einstweilen mit 
bloßen Gradationen hehelfen, und wenn es auch möglich ist, daß 
eine solche zweckmäßig eingerichtete Gradation in ihren numerischen 
Bestimmungen mit denen der späteren Messungen zusammenfallt, 
so darf dies doch nicht präsumiert werden. . . . 

Was die den Sinnesorganen mit den WeltkÖrpem gemeinsame 
Bewegung und den Einfluß der daraus entspringenden lebendigen 
Kräfte auf die Empfindungen betrifft, so bemerken Sie, daß bei 
der Unabhängigkeit, in der die anderen kleinen lebendigen Kräfte 
und jene großen zueinander stehen, ganz verschiedene Werte von 
b ihnen zugehören könnten. Es würde mir aber scheinen, daß 
dadurch die Einheit des Prinzips aufgegeben würde. Ich habe 
damit keinen wesentlichen Einwurf beabsichtigt, sondern habe auf 
diesen Umstand nur aufmerksam machen wollen, weil er vielleicht 
ein Zurückgehen auf die Grundbetrachtungen nötig macht, auf 
die Sie das allgemeine Prinzip gestützt haben. Sie haben es 
darin selbst als eine bloße theoretische Fiktion bezeichnet, wenn 
die Empfindung von der lebendigen Kraft eines Punktes abhängig 
gemacht wird, und haben die Meinung ausgesprochen, daß der 
wahre Grund in dem Zusanunenhange und den Verhältnissen 
mehrerer solcher Punkte zu suchen sei. Dies scheint mir hierbei 
in Betracht gezogen werden zu müssen; denn ich kann mir nicht 
wohl denken, daß, wenn alle Teile der Empfindungsorgane bloß 
eine mit den WeltkÖrpem gemeinschaftliche Bewegung hätten, 
eine Empfindung daraus resultieren sollte, da wir doch bei allen 
anderen Erscheinungen von einer solchen gemeinsamen Bewegung 
immer abstrahieren können. . . . 

Göttingen, 1851, Jan. 15. Wilhelm Weber. 
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Bd. 2. H. 4 — 6. Heidelberg 1905. 

Verhandlungen des naturhistorisch -medizinischen Vereins zu Heidel- 
* berg. N. F. Bd. 8. H. i. Heidelberg 1904. 

Fridericiana. Großherzoffl. Badnische Technische Hochschule zu Karls- 
ruhe. Programm f. 1905/06. — Schur, Friedr., Johann Heinrich 
Lambert als Geometer. Festrede.) Karlsruhe 1905. — 9 Disserta- 
tionen a. d. J. 1904/05. 

Chronik d. Universität zu Kiel f. d. J. 1904/5. — Verzeichnis der 
Vorlesungen. Winter 1904/05, Sommer 1905. — Harzer, Patä, Die 
exakten Wissenschaften im alten Japan (Hede). — Heller, Arnold, 
Die Mitwirkung der Medizin am inneren Ausbau des deutschen 
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Reiches (Rede). — Körting, Gust., Bemerkungen über den Begriff 
und die Teile des grammaÜBchen Satzes (Progr.). Kiel 1905. — 
90 Dissertationen a. d. J. 1904/05. 

Wissenscliaftliche Meeresuntersuchungen. Herausg. von der Kommission 
zur wissenschaftl. Untersuchung der deutschen Meere in Eiel und 
der Biologischen Anstalt auf Helgoland. Im Auftrage des Eönigl. 
Minist, für Landwirtschaft, Domänen usw. N. F. Abteilung Hel- 
goland. Bd. 7. H. I. Abteilung Eiel. Bd. 8. Kiel und Leipzig 1905. 

Astronomische Beobachtungen auf der Sternwarte der kgl. Christian- 
Albrechts-Üniversität zu Kiel. i. Beschreibung der neuen Meridian- 
kreisanlage von Paul Harzer. Leipzig 1905. 

Schriften des naturwissenschaftlichen Vereins für Schleswig -Holstein. 
Bd. 13. H. I. — Register zu Bd. i — 12. Kiel 1904. 05. 

Schriften der physikalisch-Ökonomischen Gesellschaft zu Königsberg. 
Jahrg. 45 (1904). Königsberg 1904. 

II. Jahresbericht des Listituts für rumänische Sprache. — Weigand^ 
GiASt.y Linguistischer Atlas des dakorumänischen Sprachgebietes. 
Lief. 6. Leipzig 1904. 05- 

Das städtische Gymnasium zu St. Nikolai in Leipzig. Bericht über das 
Schuljahr 1904/05. Leipzig 1905. 

Abhandlungen der math.-phys. £[1. der k. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 22, 
Abt. 2. München 1904. 

Abhandlungen der histor. Kl. der k. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 23, 
Abt. 2. München 1904. 

Abhandlungen der philos.-philol. Kl. der k. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 22, 
Abt. 3. Bd. 23, Abt. I. München 1905. 

Almanach der k. bayer. Akad. d. Wiss. f. d. J. 1905. München d. J. 

Sitzimgsberichte der mathem.-phys. Kl. der k. bayer. Akad. d. Wiss. 
zu München. 1904, H. 3. 1905, H. i. 2. München d. J. 

Sitzungsberichte der philos.-philol. u. histor. Kl. der k. bayer. Akad. 
d. Wiss. zu München. 1904, H. 4. 1905, H. i — 3. München d. J. 

Amira, K. v., Konrad von Maurer (Gedächtnisrede) — Fiiedrich, Jdh., 
(Gedächtnisrede auf Karl Adolf ven Cornelius. — Heigel, K. Th. v.. 
Zum Andenken an Karl von Zittel (Rede). — Krumhacher, K., Das 
Problem der neugriechischen Schriftsprache. — Pringsheim, Alfir.^ 
Über den Wert und angeblichen Unwert der Mathematik (Festrede). 
München 1903. 04. 

46. Plenarversammlung der histor. Kommission bei der k. bayer. Akad. 
d. Wiss. Bericht des Sekretariats. München 1905. 

Sitzungsberichte der Gesellschaft für Morphologie und Physiologie in 
München. Bd. 20. H. i. 2. Bd. 21. H. i. München 1904. 05. 

Anzeiger des Germanischen Nationalmuseums. Jahrg. 1904. Hft. i — 4. 
Nürnberg 1904. 

Abhandlungen der naturhistorischen Gesellschaft zu Nürnberg. Bd. 15, 
H. 2. — Jahrbuch f. 1903. Nürnberg 1904. 

Historische Monatsblätter für die Provinz Posen. Jahrg. 5, No. i — 12. 
Posen 1904. 

Zeitschrift der Historischen Gesellschaft für die Provinz Posen. Jahrg. 19, 
H. I. 2. Posen 1904. 
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Yeröffentlicliunff dee Egl. Preuß. Geodätischen Institute (in Potsdam). 
N. Folge No. 18—24. Berlin 1904. 05. 

Württembergische Vierteljahrsschrift fQr Landesgeschichte. Heran sg. 
von der Württembergischen Kommission f. Landesgeschichte. N. F 
Jahrg. 14 (1905). Stuttgart d. J. 

Tharander forstliches Jahrbuch. Bd. 55, i. 2. Dresden 1905. 

Mitteilungen des Vereins für Kunst und Altertum in Ulm und Ober- 
schwaben. H. II. 12. Ulm 1904. 05. 

Zuwachs der Großherzl. Bibliothek zu Weimar i. d. J. 1902— -04. 
Weimar 1905. 

Jahrbücher des Nassauischen Vereins f. Naturkunde. Jahrg. 58. Wies- 
baden 1905. 

Sitzungsberichte der physikal. - medizin. Gesellschaft zu Würzburg. 
Jahrg. 1904, No. 4 — 10. Jahrg. 1905, No. i. 2. Würzburg d. J. 

Verhandlungen der physikal.-medizin. Gesellschaft zu Würzburg. N. F. 
Bd. 37, No. 3 — IG. Würzburg 1904. 05.. 

Österreich -Ungarn. 

Codex diplomaticus Regni Oroatiae, Dalmatiae et Slavoniae. Vol. 2. 
Zagreb (Agram) 1904. 

Grada za povjest köiievnosti hrvatske na svijet izdaje Jugoslav. Akadem. 
znanosti i umjetnosti. Küiga 4. U Zagrebu 1904. 

Ljetopis Jugoslavenske Akadem\je znanosti i un\jetnosti (Agram). 
Svez. 19. 1904. U Zagrebu 1905. 

Rad Jugoslavenske Akademije znanosti i umjetnosti. K6. 157 — 160. 
U Zagrebu 1904. 05. 

Rje^k hrvatskoga Ui srpskoga jezika. Izd. Jugoslav. Akad. znanosti 
i umjetnosti. Svez. 24. U Zagrebu 1904. 

Starine na svijet izdaje Jugoslav. Akadem. znanosti i ungetnosti. 
Knjiga 31. U Zagrebu 1905. 

Vjestnik kr. hrvatsko-slavonsko-dalmatinskog zemaljskog arkiva. God. 7 
Svez. I — 4. ü Zagrebu 1905. 

Zbomik za narodni iivot i obi6aje juinih Slavena. Kt. 9, Svez. 2, 
Kä. ig, Svez. I. U Zagrebu 1904. 05. 

Zeitschrift des Mährischen Landesmuseums. Herausg. von der Mäh- 
rischen Museumsgesellschaft (Deutsche Sektion). Bd. 5, H. i. 2. — 
Öasopis Moravsk^ho musea zemskäho. Rocn. 5. Brunn 1905. 

Magyar, tudom. Akadämiai Almanach 1905. Budapest d. J. 

Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. Mit 
Unterstützung der Ungar. Akademie d. Wissenschaften. Bd. 20 ( 1 902). 
Budapest 1905. 

Ertekezdsek a nyelv-^s-szäptudomanyok Kör^böl. Kiadja a Magyar 
tudom. Akad. Köt. 18, Sz. 9. ig. Köt. 19, Sz. i — 6. Budapest 1904. 05. 

^rtekez^sek a Täjsadalmi Tudomänyok Kör^öl. Köt. 13, Sz. 3. 
Budapest 1904. 

£rtekezäsek a Törtäneti Tudomänyok Köräböl. Köt. 20, Sz. 1—3. 
Budapest 1904. 05. 
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Archaeolo^^i Srtesitö. A Magyar, tudom. Akad. arch. bizottsä^anak 
^6 av Orsz. R^gäszeti b emb. Tärsulatnak EözlÖnye. Eöt. 24, 
Sz. 3—5. Köt. 25, Sz. I. Budapest 1904. 05. 

Mathematikai ^s termä8zettudomä.nyi firtesitö. Kiadja a Magyar tudom. 
Akad. Köt. 22, Füz. 3—5. Köt. 23, Füz. i. 2, Budapest 1904. 05. 

Mathematikai ^s termäszettudomänyi Közlemänyek. Kiadja a Magyar 
tudom. Akad. Köt. 28, Sz. 3. Budapest 1905. 

Nyelvtudomänyi Közlem^nyek. Kiadja a Magyar tudom. Akad. Köt. 34, 
Füz. 2—4. Köt. 35, Füz. I. Budapest 1904. 05. 

Monumenta Hungaria juridico-bistorica. Corpus statutorum Hungariae 
municipalium. Tom. 5. P. 2. Budapest 1904- 

Rapport sur Tactivitä de l'Acad^mie Hongroise des sciences en 1904. 
Budapest 1905. 

Editiones criticae scriptorum graecorum et romauorum a collegio pbilo- 
logico classico Acad. litt. Hungaricae publ. juris factae. Albii 
Tibulli Carmina. Ed. Geyza Nemethy. Budapest 1905. 

Török-magyarkori törtenelmi Eml^kek. Köt. 3. Budapest 1904. 

Szendrei Janas, A magyar viselet tört^neti fejlöd^se. Budapest 1905. 

Verzeichnis d. öflfentl. Vorlesungen an der k. k. Franz-Josefs-Universität 
zu Gzernowitz im Sonmier-Sem. 1905. Winter-Sem. 1905/06. — 
Übersicht der akademischen Behörden im Studiei\jahre 1905/06. — 
Die feierliche Inauguration des Rektors f. d. Studienjahr 1904/05. 

Mitteilungen des naturHistorischen Vereins für Steiermark. H. 41 (1904). 
Graz 1905. 

Steierische Zeitschrift für Geschichte. Hrsg. vom historischen Verein 
f. Steiermark. Jahrg. 2. Graz 1904. 

Zeitschrift des Ferdinand eums für Tirol und Vorarlberg. 3. Flge. 
U. 48. Innsbruck 1904. 

Anzeiger der Akademie d. Wissenschaften in Kr ak au. Math.-naturw. 
Cl. 1904, No. 8 — 10. 1905, No. I — 7. Philol. Gl. 1904, No. 8— lo 
1905, No. 1—7. Krakau d. J. 

Atlas geologiczny Galicyi. Zesz. 11. 15. 16. W Krakowie 1903. 

Biblioteka pisarzöw polskich (Wydanictwa Akad. umiej. w Krakowie). 
No. 50—53. W Krakowie 1905. 

Katalog literatury naukowej polskiej. Tom. 4 (1904), zesz. i — 4. 
Krakow 1904. 05. 

Rozprawy Akademii umiej ^tno^ci. — Wydzial filologiczny. T. 40. 
(Ser. U. T. 25.) — Wydzii^ historyczno-filozoficzny. T. 47. (Ser. 11. 
T. 22.) W Krakowie 1905. 

Sprawozdanie komisyi fizyograficznöj. Tom. 38. Krakow 1905. 

Mitteilungen des Musealvereines für Krain. Jahrg. 17, 3 — 6. Lai- 
bach 1904. 

Izvestija Muzejskega drustva za Kranjsko Letnik 14. VLjub\jani 1904. 

Chronik der ukrainischen (ruthenischen) Sev6enko - Gesellschaft der 
Wissenschaften. H. 19. Lemberg 1904. 

Sanmielschrift der mathem.-naturw.- ärztlichen Sektion der Sevöenko- 
Gesellschaft der Wissenschaften. Bd. 10. Lemberg 1905. 

Ukramsko-ruski naykov kursa. Lvobi 1904. 
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Lud, Organ towarzystwa ludoznawczego we Lwowie. T. lo, zesz. 4. 
T. II, zesz. I — 4. We Lwowie 1904. 05. 

Almanach Ceskd Akademie Cisafe FrantiSka Josefa. Ro£n. 15. 1905. 

V Praze d. J. 

Archiv pro Lexikografii a Dialektologii. Öisl. 5. V Praze 1904. 

Histoiicky Archiv. Öisl. 24. V Praze 1904. 

Acad^mie des sciences de TEmp. Frau9ois- Joseph I. Bulletin inter- 
national. Classe des sciences math^matiques , naturelles et de la 
Mädecine. Ann.' 9. I. Prague 1904. 

Rozpravy Ceskä Akad. Cls. Frantiska Josefa. Tffd. n. Ro6n. 13. 

V Pjraze 1904. 

Monomenta palaeographica Bohemiae et Moraviae. i. V Praze 1904. 

V^stnik Öesk^ Akad. Giß. Frantiska Josefa. Rocn. 13. V Praze 1904. 

Ztbrt, Oenik, Bibliografie 6eske Historie. Dil 3, Svaz. i. V Praze 1904. 

Jahresbericht der k. böhm. Gesellsch. d. Wissenschaften ftir das Jahr 1904. 
Prag 1905. 

Sitzungsberichte der k. böhm. Gesellschaft d. Wissenschaften. Math.- 
naturw. Klasse. Jahrg. 1904. — Philos.-histor.-philolog. Klasse 
Jahrg. 1904. Prag 1905. 

Codex Yeronensis Quatuor Evangelia ante Hieronymum latine trans- 
lata, erutä e codice scripto saeculo IV vel V. Ed. J. Belsheim. 
Pragae 1904. 

Nejedly, ZdenSk, Dejing predhusitsk^ho zpÖvn v Cechäch. V Praze 1904. 

Voigt, H. G.y Der Verfasser der römischen Vita des heiligen Adalbert. 
Prag 1904. 

Rechenschafts -Bericht über die Tätigkeit der Gesellschaft zur Ford, 
deutsch. Wissensch., Kunst u. Literat, in Böhmen. 1904. — Bei- 
träge zur deutsch-böhmischen Volkskunde. Bd. 5, H. 2. 3. Bd. 6. — 
Bibliothek deutscher Schriftsteller aus Böhmen. Bd. 16. Bayer, Jos., 
Literarisches Skizzenbuch. Prag 1904. 05. 

Archiv ßesky 6ili star^ pisemnä pam§.tky Cesk^ i Moravsk^. Dil 27. 

V Praze 1904. 

Codex diplomaticus et epistolaris Begni Bohemiae. Ed. Chistav Friedrich. 
Tom. I, Fase. i. Pragae 1904. 

Mouumenta Vaticana res gestas Bohemicas illustrantia. Tom. 5, I. II. 
Pragae 1903. 05. 

56. Bericht der Lese- und Bedehalle der deutschen Studenten in Prag 
über d. J. 1904. Prag 1905. 

Magnetische und meteorologische Beobachtungen an der k. k. Stern- 
warte zu Prag im J. 1904. Jahrg. 65. Prag 1905. 

Personenstand der k. k. Deutschen Carl-Ferdinands-Universität in Prag. 
1905/06. 

Mitteilungen des Vereins für Geschichte der Deutschen in Böhmen. 
Jahrg. 43, No. 1—4. P^ag 1904. 05. 

Sitzungsberichte des deutschen naturw.-medizin. Vereins für Böhmen 
„Lotos". N. F. Bd. 24. Prag 1904. 

BuUettino di archeologia e storia dalmata. Anno 27 (1904), No. 9 — 12. 
Anno 28 (190S), No. i — 8. Spalato 1904. 05. 
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Almanaich der Kais. Akademie der WisBenschaffcen. Jahrg. 54. Wien 

1904. 
Anzeiger der Kais. Akademie der Wissenschaften. Math.-phys. Kl. 1904. 

No. 25 — 27. 1905. No. I— 17. 21. 

Archiv fElr österreichische Geschichte. Herausg. von der zur Pflege 
Vaterland. Greschichte aufgestellten Kommission der Kais. Akademie 
d. Wissensch. Bd. 93, IL Wien 1905. 

Denkschriften der Kais. Akademie d. Wissensch. Mathem.-naturw. Kl. 
Bd. 77. Wien 1905. 

Mitteilungen der Erdbeben -Kommission der Kaiserl. Akademie der 
Wissenschaften. N. Folge. No. 25 — 29. Wien 1904. 05. 

Sitzungsberichte der Kaiserl. Akad. d. Wissensch. Math.-naturw. Kl. 
Bd. 113 (1904) I, No. 5—10. II», No. 8—10. IP, No. 7—10. HI, 
No. 6 — IG. Bd. 114 (1905) I, No. 1—5. 11% No. 1—6. n^ No. 1—7. 
m, No. 1—5. — Philos.-histor. Kl. Bd. 149 (1905). 

Abhandlungen der k. k. zoologisch - botanischen Gesellschaft in Wien. 
Bd. 3. H. I. 2. Wien 1905. 

Verhandlungen der k. k. zoologisch-botanischen Gesellschaft in Wien. 
Bd. 55, H. 1—8. Wien 1905. 

Astronomische Arbeiten des k. k. Gradmessungs-Bureau. Bd. 13. Längen- 
bestimmungen. Wien 1903. 

Verhandlungen der Österreich. Gradmessungs- Kommission. Protokoll 
über die 1902 u. 1903 abgehaltenen Sitzungen. Wien 1903. 04. 

Veröffentlichung der k. k. österr. Kommission der internationalen Erd- 
mesBung. Tinter ^ W., Die Schlufifehler der Dreiecke der Tringu- 
lierung i. Ordnung in der k. k. österreich.-ungarischen Monarchie. 
Wien 1904. 05. 

Die Ergebnisse der Triangulierungen des k. u. k. militärgeographischen 
Instituts. Bd. i — 3. Wien 1903 — 05. 

Texte synoptique des documents destin^s ä servir de la base aux d^bats 
du Congres international de Nomenclature botanique de Vienne 
1905, pr^sent^ au nom de la Commission intemat. de Nomencl. 
botan. par John Briqaet. Berlin 1905. 

Annalen des k. k. naturhistorischen Hofmuseums Bd. 19, No. i — 4. 
Wien 1904. 05. 

Jahrbuch d. k. k. geologischen Rei^hsanstalt. Jahrg. 54 (1904), H. 2 — 4. 
Jahrg. 55 '(1905), H. 1—4. Wien d. J. 

Verhandlungen d. k. k. geologischen Reichsanstalt. Jahrg. 1904, No. 1 3 — 18. 
Jahrg. 1905, No. i — 12. Wien d. J. — General- Reffister zu Bd. 41 — 50 
des Jahrbuchs u. Jahrg. 1891 — 1900 der Verhan<uungen. Wien 1905. 

Mitteilungen der Sektion f. Naturkunde des österreichischen Touristen- 
Club. Jahrg. 16. Wien 1904. 

Belgien. 

Acad^mie d'arch^ologie de Belgique. Bulletin. 1904, 4. 1905, i — 4. 
Anvers d. J. 

Annuaire de TAcad^mie R. des sciences, des lettres et des beaux-arts 
de Belgique. 1905. (Annäe 71). Bruxelles d. J. 
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Acaddmie Boy. de Belgique. Bulletin de la classe des sciences. 
1904, No. 12. 1905, No. I — 8. — Bulletin de la classe des lettres 
et des sciences morales et politiques et de la classe des beauz-arts. 
1904, No. 12. 1905, No. I — 8. — Mdmoiree. Classe des sciences. 
Collect, in 8^. Tom. i, Fase. 1—3. Tom. 2, Fase. i. Collect, in 4®. 
Tom. I, Fase. i. 2. — Classe des lettres et des sciences morales 
et politiques. Collect, in 8®. Tom. i, Fase, i — 5. Collect, in 4°. 
Tom. I, Fase. i. Bruzelles 1904. 05. 

Bulletin du Jardin botanique de Tfitat de Bruxelles. Vol. i, Fase. 5. 6. 
Bruzelles 1904. 05. 

Analecta Bollandiana. T. 24, Fase, i — 4. Bruzelles 1905. 

Annales de la Sociät^ entomologique de Belgique. T. 48. Bruxelles 1904. 

Annales de la Sociöte Roy. malacologique de Belgique. T. 38. 39 (1903. 04). 
Bruzelles 1904. 05. 

Annales de TObservatoire Eoy. de Bruzelles. N. S. Aunales astro- 
nomiques. T. 3 — 8. 9, Fase, i (1880— 1904). Physique du Globe. 
T. I — 3. Bruzelles 1904. Annuaire astronomique. 1906. 

La Cellule. Recueil de Cytologie et d'histologie g^n^rale. T. 22, 
Fase. I. Louvain 1905. 

Dänemark. 

Det Eong. Danske Yidenskabemes Selskabs Skrifter. Naturv. og math. 
Afd. 7. Raekke. T. i, No. 4. T. 2, No. 4. Hist. og phüos. Afd. 
6. Rsekke. T. 6, No. 3. Kj0benhavn 1905. — Thomsen, Jul., 
Systematisk gennemf0rte termokemiske unders0gel8er8 numeriske 
og teoretiske resultater. ib. 1905. 

Conseil permanent international pour Tezploration de la mer. Bulletin 
des resultats aequis pendant les courses p^riodiques, publ. par le 
Bureau du eonseil. Ann^e 1904/05. No. i — 3. — Publications de 
circonstance. No. 13*. 15 — 27. — Rapports et Proc^s-verbauz des 
r^nnions. Vol. 3. Copenhague 1904. 05. 

Travauz de la Station franco - scandinave de sondages a^riens ä Hald 
1902 — 03. Viborg 1904. 

England. 

Aberdeen üniversity Studies. No. 10. 11. Aberdeen 1904. 

Proceedings of the Cambridge Pbilosophieal Society. Vol. 13, P. 1—3. 
Cambridge 1905. 

Transactions of the Cambridge Philosophical Society. Vol. 20, No. 1 — 6. 
Cambridge 1905. 

Proceedings of the R. Irish Aeademy. Vol. 25. Sect. A, P. 1—3. Seet. B, 
P. 1—6. Seet. C, P. 5—12. Dublin 1905. 

Roy. Irish Aeademy. Cunningham Memoirs. No. 11. Dublin 1905. 

The scientific Proceedings of the R. Dublin Society. Vol. 10, P. 2. 3. 
Vol. II, P. 1—5. Dublin 1905. ' 

The scientific Transactions of the R. Dublin Society. Vol. 8, No. 6 — 16. 
Vol. 9, P. I. Dublin 1904. 05. 

Economic Proceedings of the R. Dublin Society. Vol. i, P. 5. 6. 
Dublin 1904. 05. • 
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Proceedings of the R. Society of Edinburgh. Vol. 25, No. 5 — 12. 
Edinburgh 1904. 05. 

Proceedings of the R. Physical Society. Vol 16, P. i — 3. Session 134. 
Edinburgh 1904/05. 

Proceedings and Transactions of the Liverpool Biological Society. 
Vol. 18. 19. Liverpool 1904. 05. 

Proceedings of the Roy. Listitution of Gr. Britain. Vol. 17, P. 2 (No. 97). 
London 1905. 

Proceedings of the R. Society of London. Vol. 74—76, No. 503 — 513. 
514B. — Yearbook of the Royal Society 1905. — Reports of the 
Evolution Committee. 2. — Report of the Sleeping sickness Com- 
xnission. No. 5. 6. London 1905. — Herdman, W. Ä.^ Report to 
the Government of Ceylon on the Pearl Oyster Fisheries of the 
Gulf of Manaar. P. 2. ib. 1904. 

Transactions of the R. Society of London. Ser. A. Vol. 204, p. 221 — 497. 

Vol. 205, p. I — 35. 61—97. Ser. ß. Vol. 197, p. 361—406. Vol. 198, 

P- 1—355- London 1905. 
Memoirs of the London Astronomical Society. Vol. 57, P. i. 2 with 

Append. 2 to Vol. 55. London 1904. 05. 

Proceedings of the London Mathematical Society. Ser. U. Vol. 2, P. 5 — 7. 
Vol. 3. P I — 7. London 1904. 05. 

Journal of the R. Microscopical Society, containin^ its Transactions 
and Proceedings. 1905, No. i — 6. London d. J. 

Memoirs and Proceedings of the Literary and Philosophical Society of 
Manchester. Vol. 49, P. i — 3. Manchester 1905. 

Report of the Manchester Museum Owens College for 1904/05. — 
Museum Handbooks : Bolton, H., The Palaeontology of the Lanca- 
shire Coal measures. P. 2. 3. — Historical Essays by members 
of the Owens College publ. in commemoration of its jubilee 
(185 1 — 1901). London 1902. — Studies in Anatomy &om the 
Anatom. Department of the Owens College. Vol. 2 (1900). — 
Studies from the Biological Laboratories of the Owens College. 
Vol. I — 4 (1886—99). — Studies from the Physical and chemicarl 
Laboratories of iie Owens College. Vol. i. 2 (1893). — Studies 
from the Physiological Laboratory of the Owens College. Vol. i 
( 1 89 1 ). Manchester. 

The Victoria University of Manchester. Calendar. 1904/05. 1905/06. — 
Publications of the University of Manchester, Economic Series. 
No. I. Historical Series. No. i. 2. Medical Series. No. i — 3. — 
Hertz, G. B., The old Colonial System. — Neville, Ralph, Garden 
Cities. A Warburton Lecture. Manchester 1904. 05. 

Publications of the West Hendon House Observatory. No. 3 Sunder- 
land 1905. 

Frankreich. 

Annales des Facultas du Droit et des Lettres d'Aix. T. i, No. i — 3. 
Aix 1905. 

M^moires des sciences physiques et naturelles de Bordeaux. VI. Ser 
T. 2, Cah. 2. Paris et Bordeaux 1904. 

Proces-verbaux de la Soci^t^ des sciences physiques et naturelles de 
Bordeaux. Annee 1903/04. Paris et Bordeaux 1903. 
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ObsenrationB pluviomätriqnes et thermom^triqnes faiteB dans le Departe- 
ment de la Gironde de Juin 1903 k Mai 1904. Note de G. Bayet. 
Bordeaux 1904. 

Mämoires de la Soci^tä nationale des sciences naturelles et mathd- 
matiques de Cherbourg. T. 34 (S6r. IV, T. 4). Cherbourg 1904. 

Mdmoires de rAcad^mie des sciences, belles-lettres et arts de Lyon. 
Classe des sciences et lettres. S^r. ni. T. 8. Paris et Lyon 1905. 

Annales de la Soci^t^ Linn^enne de Lyon. N. S^r. T. 51. Lyon et Paris 1905. 

Annales de rUniversite de Lyon. N. S. Sciences. M^decine. Fase. 13 — 15. 
Paris et Lyon 1904. 

Annales de la Facnlt^ des sciences de Marseille. T. 14. Marseille 1904. 

Acadämie des sciences et lettres de Montpellier. M^moires de la 
section de m^decine. S^r. U. T. 2, No. 2. — M^moires de la section 
des sciences. Sär. 11. T. 3, No. 4. Montpellier 1904. 05. 

Bulletin des s^ances de la soci^tä des sciences de Nancy. Sär. III. 
T. 5, Fase. 2—4. T. 6, Fase. i. Paris et Nancy 1904. 05. 

Comite international des poids et mesnres. Proc^s-verbanz des s^ances. 
S^r. U. T. 3. Session de 1905. Paris 1905. 

Bulletin du Musäum d'histoire naturelle. Ann^e 1904, No. 4 — 8. 
1905, No. I — 5. Paris d. J. 

Annales de r£cole normale supärieure. lU. S^r. T. 21, No. 12. T. 22, 
No. I— II. Paris 1904. 05. 

Journal de l'ficole polytechnique. Ser. II. Cah. 10. Paris 1905. 

Bulletin de la Sociät^ mathämatique de France. T. 32, No. 4. T. 33, 
No. I. 2. 4. Paris 1904. 05. 

Bulletin de la Soci^te scientifique et mddicale de Touest. Tom. 13, 
No. 3. 4. T. 14, No. I. Rennes 1904. 05. 

Mämoires de rAcad^mie des sciences, inscriptions et belles-lettres de 
Toulouse. S^. X. T. 5. Toulouse 1905. 

Annales du midi. Revue de la France m^ridionale, fond^e sous les 
auspices de rUniversit^ de Toulouse. Ann. 16 (No. 63 — 65). Ann. 17 
(No. 66. 67). Toulouse 1904. 05. 

Biblioth^ue märidionale, publ. sous les auspices de la Facult^ des 
lettres de Toulouse. Sär. I. T. 9. Toulouse 1904. 

Annales de la Facultä des sciences de Toulouse pour les sciences 
matb^matiques et les sciences pbysiques. S^r. 11. T. 6, Fase. 2 — 4. 
T. 7, Fase. I. 2. Paris et Toulouse 1904. 05. 

Bulletin de la Gommission m^täorologique du Departement de la Haute 
Garonne. T. I, fasc. 3. Toulouse 1904. 

Griechenland. 

l^cole fran9aiBe d' Äthanes. Bulletin de correspondance bell^nique 
[Athen]. Annde 29. Paris 1905. 

Mitteilungen des Eaiserl. Deutschen Archäologischen Instituts. Athe- 
nische Abteilung. Bd. 29, H. 3. 4. Bd. 30, H. 1—3. Athen 1904. 05. 

k&7^&. UvyyQaftiux. nsQLodiiibv tijg iv k^vcclg 'ETtiatrutovixflg ^Eftaigeiccs, 
T. 16. No.3.4. T. 17. No. I — 4. Athen 1904. 05. — Hatzidakis, Geo. N.y 
Die Sprachenfrage in Griechenland. — Derselbe^ 'Anavtriaig sig xbv 
E. Krumbacher, ib. 1905. 

1906. b 
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Holland. 

Jaarboek van de Kon. AJcad. v. Wetenschappen gevestigd ie AmBterdam 
voor 1904. Amsterdam [905. 

Verhandelingen d. Kon. Akad. v. Wetenschappen. Afdeel. Letterkunde. 
II. Reelu. Deel 6, No. i. Afdeel. Natuurkunde. Sect. I. Deel 9, 
No. I. Sect. n. Deel 11. 12, No. i. 2. Amsterdam 1905. — Total 
Eclipse of the son. May 18. 1901. Dutch Observations. m. IV. 
(Utrecht 1905). 

Verslagen van de gewone vergaderingen der wis- en natuurkondige 
afdeeling der Kon. Akad. v. Wetenschappen. Deel 13. I. II. Amster- 
dam 1904. 05. 

Progranmia certaminis poetici ab Acad. Reg. discipl. Neerlandica ex 
legato Hoeufftiano indicti in annum 1906. — PcucoU, Joh., Fanum 
Apollinis. Carmen in certamine poetico Hoeufitiano praemio aoreo 
omatom. Acced. 7 poemata landata. Amstelodami 1905. 

Revne semestrelle des pnblications mathämatiques. T. 13, P. i. 2. 
Amsterdam 1905. 

Nieuw Archief voor Wiskunde. Uitff. door het Wiskundig Genootschap 
te AmBterdam. 2. Beeks. Deel 6. St. 3. 4. Deel 7. St. i. — Wis- 
knndige Opgaven. K. B. Deel 9. St. 3. Amsterdam 1904. 05. 

Natuurkundige Yerhandelingen v. de Hollandsche Maatschappg de 
wetenschappen. 3. Yerzam. Deel 6, St. i. Haarlem 1905. 

Archives n^erlandaises des sciences exactes et naturelles, publikes 

Ear la Sociät^ Hollandaise des sciences ä Harlem. Ser. IL T. 10, 
ivr. 1—5. Harlem 1905. 

Oeuvres compl^tes de Chrigtiaan Huyaens, publ. par la Sociät^ hollan- 
daise des sciences. T. 10. La f&ye 1905. 

Koeze^ G. A., Crania ethnica Philippinica (Veröffentlichungen des 
Niederländischen Beichsmuseums f. Völkerkunde. Ser. 11. No. 3). 
Haarlem 1901 — 04. 

Archives du Musäe Teyler. Sär. H. Vol. 9, P. 3 Harlem 1905. 

Handelingen en mededeelingen van de Maatschapp^' der Nederlandsche 
Letterkunde te Leiden over het jaar 1904/05. Leiden 1905. 

Levensberigten der afgestorvene medeleden van de Maatschappij der 
Nederlandsche Letterkunde te Leiden. Bijlage tot de Handelingen 
van 1904/5. Leiden 1905. 

Tijdschrif voor Nederlandsche taal-en letterkunde. Uitgeg. vanwege 
de Maatschapp. d. Nederl. Letterkunde. Deel 23, Afd. i — 4. Deel 24, 
Afd. I— -3. Leiden 1904. 05. 

Huaeling, D. C, Het Negerhollands der Deense Antillen. Uitg. van 
wege de Maatsch. d. Nederl Letterkunde te Leiden. Leiden 1905. 

Verslagen en mededeelingen der Nederl. botan. Vereeniging (1905). — 
Becueil des travaux botaniques n^erlandaises, publ. par la Soci^t^ 
botanique n^erlandaise. Vol. i, No. 2 — 4. Vol. 2, No. i. 2. N^megen 
1904. 05. 

Verslag van den staat der Sterrenwacht te Leiden 1902 — 04. Leiden 

1905. 
Onderzoekingen gedaan in het Phvsiol. Laboratorium d. ütrechtsche 

Hoogeschool. 5. Beeks. V, Afl. 2. VI, Afl. i. 2. Utrecht 1905. 
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Aanteekeningen van het verhandelde in de sectie-vergaderingen van 
het Provinc. ütrechtsche Grenootschap van kunsteu en wetensch., 
ter gelegenheid van de algem. vergad. gehouden d. 31. Mai 1904 en 
6. Jun. 1905. • 

Verslag van het verhandelde in de algem. vergad. van het Provinc. 
ü&echtsche Genootschap van kunsten en wetensch., gehouden 
d. 7. Jun. 1905. 

Italien. 

BoUettino delle pubblicazioni italiane ricevute per diritto di stampa. 
No. 48—60. Firensse 1904. 05. 

Atti e Bendiconti dell' Accademia di scienze, lottere ed arti di Aci- 
reale. N. S. Vol. 10 (i 899/1 900). [Rendiconti e] Memorie. Ser. lü. 
VoL 2 (1902/03) Olasse di scienze. Vol. 3 (1903^^4) GlasBe di lottere 
e arti. Acireale 1904. 05. 

Memorie dell' Accademia delle scienze dell' Istitato di Bologna. Ser.V. 
T. 10 (1902/03). Indice generale d. T. i—io (1890— 1903). Ser. VI. 
T. I. Bologna 1904. 

Bendiconto delle eessioni della R. Accad. dell' Istituto di Bologna. 
N. S. Vol. 5—8. Bologna 1901—04. 

Atti della Accademia Gioenia di scienze natorali in Catania. Ser. IV. 
Vol. 17. Catania 1904. 

BoUettino delle sedute della Accademia Gioenia di scienze naturali in 
Catania. N. S. Fase. 80 — 86. Catania 1904—05. 

Atti della B. Accademia Peloritana. Vol. 20, Fase. i. Messina 1905. 

Atü della Fondazione scientifica Cagnola. Vol. 19. Milano 1905. 

Le Opere di Galileo Galilei. Ediz. nazionale sotti gli auspici di S. M. 
il Be d'Italia. Vol. 15. Firenze 1904. 

Memorie del R. Istituto Lombardo di scienze e lottere. Classe di scienze 
storiche e morali Vol. 20, Fase. 3 — 5. — Classe di scienze mate- 
matiche e naturali Vol. 20, Fase. 6. Milano 1904. 05. 

B. Istituto Lombardo di scienze e lottere. Rendiconti. Ser. IL Vol. 37 
Fase. 17 — 20. Vol. 38, Fase, i— 16. Milano 1904. 05. 

Sodetä Beale di Napoli. Atti della R. Accad. di archeologia, lottere 
e belle arti. Vol. 23. Rendiconto. N. S. Ann. 17. Apr. — Die. Ann. 18. 

— Atti della R. Accad. di scienze morali e politiche. Vol. 35. 
Rendiconto. Ann. 42. 43. — Atti della R. Accad. delle scienze 
fisiche et matematiche. Ser. 11. Vol. 12. — Rendiconto. Ser. lü. 
Vol. 10 (Anno 43), Fase. 8 — 12. Vol. 11 (Anno 44), Fase, i — 7. — In- 
dice generale dei lavori pubbl. dal 1737 al 1903. Napoli 1904. 05. 

Atti e Memorie della R. Accademia di scienze, lottere ed arti in Padova. 
N. S. Vol. 20. Padova 1905. 

Rendiconti delCircolo matematico di Palermo. T. 19 (1905), Fase. 1—6. 

— Annuario. 1905. Palermo d. J. 

üniversitä di Perugia. Annali della Facoltä di Medicina. Vol. 2, 
Fase. 2. Vol. 3, Fase. 2 — 4. Perugia 1903. 

Annali della R. Scuola normale ^uperiore di Pisa. Scienze filos. e filol. 
Vol. 18. Pisa 1905. 

Processi verbali della Societä Toscana di scienze naturali residente in 
Pisa. Vol. 14. No. 6—8. Pisa 1905. 

b* 
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Atti della B. Accademia dei Lincei. Classe di scienze morali, storiche 
e filologiche. Ser, V. Notizie degli scavi. Vol. i, Faac. 4—12. 
Vol. 2, Fase. I — 7. Rendiconti. Vol. 13 (1904), Fase. 9—12. Vol. 14 
(1905), Fase. 1—6. — Classe di scienze fisiche, matematiche e 
naturaJi. Ser. V. Memorie. Vol. 5, Fase. 5—13. Rendiconti. Vol. 13 
(1904), n. Sem., Fase. 12. Vol. 14 (1905) [1. Sem.], Fase, i— 12. 
n. Sem., Fase, i — 10. Rendiconto deU adunanza solenne del 
4. Giugn. 1905. Roma 1904. 05. 

Mitteilungen des Kais. Deutschen Archäologischen Instituts. Römische 
Abtheilung (Bollettino dell' Imp. Istituto Archeolo^co Germanico. 
Sezione Romana). Bd. 19, H. 3. 4. Bd. 20, H. i. 2. Roma 1904. 05. 

Atti della R. Accademia dei Fisiocritici di Siena. Ser. IV. Vol. 17, 
No. I — 4. — Museo mineralogico, geologico e paleontologico. 
Cataloghi. Siena 1905. 

Atti deUa R. Accademia delle scienze di Torino. Vol. 40, Disp. i — 15. 
Torino 1905. 

Memorie della R. Accademia delle scienze di Torino. Ser. n. T. 55. 
Torino 1905. 

Osservazioni meteorologiche fatte nell' anno 1904 all' Osservatorio della 
R. üniversitä di Torino. Torino 1905. 

Portugal. 

Annales scientificos da Academia polytechnica do Porto. VoL i. No. i. 
Goimbra 1905. 

Rumänien. 

Buletinul Societä^ii de sciinte fizice (Fizica, Chimia si Mineralogia) 
din Bucaresci-Rom&nia. Anul 13, No. 5. 6. Anul 14, No. i — 5. 
Bucuresci 1904. 05. 

Rußland. 

Observations m^t^orologiques publ. par Tlnstitut mät^orologique central 
de la Society des sciences de Finlande. Vol. 18. 19 (1899. 1900). — 
Observations mät^orologiques faites ä Helsingfors en 1899. 1900. 
Helsingfors 1905. — ißtat des glaces et des neiges en Finlande pen- 
dant Tniver 1893 — 94. Expose par Axel Heinr^hs. Euopio 1904. 05. 

Ofversigt af Finska Vetenskaps Societetens Förhandlingar. 46. Helsing- 
fors 1904. 

Bulletin de la Commission g^ologique de Finlande No. 15. 16. Helsing- 
fors 1905. 

Bulletin de la Soci^t^ physico-math^matique de Kasan. Ser. H. 
T. 14, No. 2—4. Kasan 1904. 

Ucenyja zapiski Imp. Kasanskago üniyersiteta. T. 71, No. 12. T. 72, 
No. I — IG. Kasan 1904. 05. — 3 Dissertationen a. d. J. 1904. 

Universitetskija IzvSstija. God 44, No. 11. 12. God 45, No. i — 10. 
Kiev 1904. 05. 

Bulletin de la Soci^t^ Lnp^r. des Naturalistes de Moscou. Annäe 1904, 
No. 2 — 4. Moscou d. J. 

Nouveaux M^moires de la Soci^t^ Imp^r. des Naturalistes de Moscou. 
T. 16, Liv. 3. 4. Moscou 1905. 
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USenyja zapiski Imp. Moskovsk^o üniversiteta. Otd^l eBtestvenno-istor. 
Vyp. 21. 22. Otd. jurid. Vyp. 22. Moskva 1904. 

Periodice8k\j Izdanije po istor.-filol. faknltet. Imp. Moskovsk. Üniversiteta 
1896 — 1900. 

Meteoiologische Beobachtongen in MoBkau i. d. J. 1899 — 1903, von 
JSmst Leyst' — Leyst, JE., Moskovskii uragan. — Derselbe, Die 
Halophänomene in Eußland. Moskva 1903. 

Balletin de TAcadämie des Bciences de St. Pätersbourg. Ser. Y. 
T. 17, 4.5. T. 18—20, 21, x-4. St. P^tersbourg 1902 — 04. 

Mämoires de FAcad^mie de sdences de St. Pätersboorg. S^r. Vlil. 
Classe pbysico-matbämatiqne. Yol. 16, No. 4 — 10. Classe historico- 
philologique. Tom. 7, No. i. 2. St. P^tersbourg 1904. 

Acadämie Imp. des sciences. Comptes rendus des s^ances de la Com- 
mission Sismique permanente. T. 2. Livr. i. St. P^tersbourg 1905. 

Comitä gäologiqne. Bulletins. T. 23, i — 6. Mdmoires. N. Sär. No. 10— 11. 
13 — 15. 17. S. Pdtersbonrg 1904. 

Acta Horti Petropolitani T. 15, Pasc. 3. T. 23, Fase. 3. T. 24, Fase. i. 2. 
S. Peterburg 1904. 05. 

Trudy Peterburgskago Obäöestva Estestvoispytatelej. Travaux de la 
Soci^td des naturalistes de St. Pätersbourg. T. 34, 2. 3. — Protokoly 
zasedanij. Vol. 34, Liv. i, No. i. Vol. 35, Liv. i, No. 1 — 8. Vol. 36, 
Liv. I, No. I — 3. S. P^tersbourg 1904. 05. 

Otcet o sostojanjj i dejatelnosti Imp. S. Petersburgsk. Universita za 1904. 
S.Petersburg 1904. 

Licnyj sostav Imp. S. Peterburgsk. Üniversiteta 1904. 

Spisok knig priobr6ennych bibliotekoju Lnp. S. Peterburgsk üniversiteta 
V. 1904, No. I. S. Peterburg 1904. 

Zapiski istoriko-filolegi^eskago Fakulteta Imp. S. Peterburgskago üni- 
versitetÄ. Gast 75. 77. S. Peterburg 1904. 05. 

2umaly Zasedanij soveta Imp. S. Peterburgsk. üniversiteta. No. 59. 60. 
S. Peterburg 1904. 05. 

Vizantijskij Vremennik {Bv^ccvrivd XQOviiid)^ izdavaemyi pri Imp. Akad. 
nauk. T. 11, Vyp. i — 4. S. Petersburg 1904. 

Seismische Monatsberichte des Physikalischen Observatoriums zu Tiflis. 
1904, No. 2. 3. 7—12. 1905, No. 1—5. 

Schweden und Norwegen. 

Sveriges offentl^a Bibliotek Stockholm, üpsala, Lund, Göteborg. 
Accessions -Katalog. 18. 19. 1903. 04. Stockholm 1904. 05. 

Bergens Museum. Aarbog for 1904, H. 3. 1905, H. i. 2. — Aarsberetning 
for 1904. Bergen 1905. 

Sars, G. 0. An Account of the Crustacea of Norway. Vol. 5, P. 7 — 10. 
Bergen 1905. 

Hydrographical and Biological Investigations in Norwegian Fjords. 
By 0. Nordgaard, Bergen 1905. 

Archiv for Mathematik og Naturvidenskab. Bd. 26. Kristiania 1904. 05. 

Forhandlinger i Videnskabs-Selskabet i Christiania. Aar 1904. 
Christiania 1905. 
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Skrifter adgivne af Videnskabs-Selskabet i Chrisiiania. Math.-natamd. 
El. 1904. Hist.-filoB. Kl. 1904. Kristiania 1905. 

Jahrbuch des Norwegrischen meteorologischen Instituts för 1903. 
Chris tiania 1904. 

Nyt magazin for Naturvidenskabeme. Bd. 42. Christiania 1904. 

Det Konff. Norske Frederiks üniversitets Aarsberetning for 1902/03. — 
Norske Elvenavne, samlede af 0. Bygh. Christiania 1904. 

Acta Universitatis Lundensis. Lunds üniversitets Ars-Skrift. T. 39 

(1903) I. n. 

Acta mathematica. Hsg. v. G. Mittag -Le ff ler. 19, 2-4. 30,1. Stock- 
holm 1905. 

Arkiv f5r botanik, utg. af K. Svenska Yetenskaps- Akademien. Bd. 3, H. 4. 
Bd, 4, H. 1—3. Stockholm 1905. 

Arkiv f&r kemi, mineralogi och geologi, utg. af Svenska Yetenskaps- 
Akademien. Bd. 2, H i. Stockholm 1905. 

Arkiv för mathematik, astronomi och fysik, utg. ai' K. Svenska Yetens- 
kaps- Akademien. Bd. i, H. 3/4. Bd. 2, H. 1/2. Stockholm 1904. 05. 

Arkiv för zoologi, utg. af Svenska Yetenskaps- Akademien. Bd. 2, H. i — 3. 
Stockholm 1905. 

Kongl. Svenska Yetenskaps- Akademiens Handlingar. Ny Följd. Bd. 37, 3. 
39, 1-5. Stockholm 1903. 05. 

Peter Artedi. A bicentary Memoir written on behalf of the Swedish 
Roy. Acad. of sciences by Einar Lönneberg. Trad. by W. E. Harlock. 
Uppsala et Stockholm 1905. 

Meddelanden frän K. Yetenskaps academiens Nobelinstitut. Bd. i, No. i. 
Uppsala et Stockholm 1905. 

Les prix Nobel en 1902. Stockholm 1905. 

Meddelanden frän Nordiska Museet. 1903. Stockholm 1905. 

Entomologisk Tidskrift utg. af Entomologiska Föreningen i Stockholm. 
Arg. 25 (1904). Stockholm d. J. 

Astronomiska Jakttagelser och ündersökningar anstälda pä Stockholms 
Observatorium. Bd. 8, No. 2. Stockholm 1904. 

Det Kong. Norske Yidenskabers Selskabs Skrifter. 1904. Trondhjem 
1905. 

Nova Acta reg. Societatis scientiarum üpsaliensis. Ser. lY. Yol. i, Fase. i. 
Upsala 1905. 

Bulletin mensuel de TObservatoire mät^orologique de TUni versitz d^Upsal. 
Yol. 36 (1904). üpsal 1903. 04. 

Hüdebrand Hüdebrandsson , H., Rajpport sur les observations inter- 
nationales des nuages au Comiiä intemat. m^teorologique. II. 
üpsala 1905. 

Bulletin of the Geoloffical Institution of the University of Upsal. 
Yol. 6 (1902/03). Upsala 1905. 

CoUijn, Isak, Katalog öfver Yästeräs läkaverksbiblioteks inkunabler. 
Upsala 1904. 

Schweiz. 

Yerhandlxmgen der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft zu 
Wintertiiur (1904). Winterthur 1905. 
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Taschenbuch der historischen Gesellschaft des Kantons Aargau för 1904. 
Aargan. 

Baseler Zeitschrift für Geschichte und Altertumskunde. Hrsg. von der 
Histor. u. Antiquar. Gesellschaft in Basel. Bd 5, H. i. Basel 1905. 

Verhandlungen der Naturforschenden Gesellschaft in Basel. Bd. 17. 18, 
H. I. Basel 1904. 05. 

Mitteilungen der Naturforschenden Gesellschaft in Bern aus dem J. 1904 

(No. 1565— 1590). Bern 1905. 
Jahresbericht der naturforschenden Gesellschaft Graubündens. Bd. 47. 

Chur 1905. 

Universität Freiburg. Gollectanea Friburgensia. N. F. 6. 7. Friburgi 
Helv. 1905. 

Mämoires de la Sociät^ de pl^sique et d^histoire naturelle de Geneve 

T. 34i P. S- T. 35, P. I. Geneve 1905. 
Recueil de travauz publ. par la Soci^t^ d. lettres de Neuchatel. 

Fase. I. Neuchatel 1905. 

Anzeiger für Schweizerische Alterthumskunde. Hrsg. vom Schweizerischen 
Landesmuseum. N.F. Bd.6, No. 2— 4. Bd. 7, No. i — 3. Zürich 1905. 

Schweizerisches Landesmuseum. 13. Jahresbericht (1904). Zürich 1905. 

Jahrbuch für Schweizerische Geschichte. Bd. 30. Zürich 1905. 

• 

Beitrikge zur geologischen Karte der Schweiz (Mat^riaux pour la Carte 
gäologique de la Suisse). N. F. Lief. 16. — Erläuterungen zur 
geologischen Karte der Schweiz. No. 4. Bern 1905 [Polytechnikum 
Zürich]. 

Festschrift zur Feier des 50-jähr. Bestehens des eidgenöss. Polytechnikums 
Zürich. T. i. 2, Zürich 1905. 

Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich. Jahrg. 49, 
H. 3. 4. Jahrg. 50, H. 1—3. Zürich 1905. 

Serbien. 

Srpska kralj. Akademija. Glas. 69. — Godis^jak. 18 (1904). — Spo- 
menik 41. Beograd 1904. 05. 

Sbomik za istorii, jesik i kigichevnost spiskoga naroda. Zapisi i 
natpisi i, 3. 2, x. Beograd 1904. 

Srpske etnografske Sbomik. Knjiga 4. Beograd 1905. 

StogodisÄica srpskoga ustanka. Beograd 1904. 

Afrika. 

Transactions of the South Airican Philosophical Society. Vol. 15, P. 3 — 5. 
Vol. 16, P. I. 2. Cape Town 1904. 05. 

Nordamerika. 

Annual Eleport of the American Historical Association for the year 1903. 
Vol. I. 2. Washington 1904. 

Transactions and Proceedings of the American Philological Association. 
Vol. 35 (1904). Boston d. J. 

The Astronomical and Astrophysical Society of America. 6. Meeting. 
S.-A. New York 1905. 
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Journal of tbe American Oriental Society. Vol. 26, No. i. New Haven 1905. 

Bulletin of tbe Geological Society of America. Vol. 15. Rochester 1904. 

Miscellaneous scientific Papers of the Alleghany Observatozy. N. Ser. 
No. 17. Lancaster 1903. 

Maryland Geological Survey. Miocene. Baltimore 1904. 

Tbe Jobns Hopkins University Circnlar. 1904, No. 1—8. 1905, No. i — 7. 
Baltimore 1904. 05. 

American Jonmal of Matbematics pure and applied. PubL under tbe 
auspices of the Jobns Hopkins University. Vol. 26. 27, No. i — 3. 
Baltimore 1904. 05. 

American Journal of Pbilology. Vol. 25. 26, No. i. 2. Baltimore 
1904. 05. 

American cbemical Journal. Vol. 31, No. 4 — 6. Vol. 32, 33. 34, No. i. 2. 
Baltimore 1904. 05. 

Jobns Hopkins University Studies in bistorical and political science. 
Ser. 22. 23, No. i — 10. Baltimore 1904. 05. 

Memoirs from tbe Biological Laboratory of tbe Jobns Hopkins Uni- 
versity. 5. Baltimore 1903. 

Holländer, J. H., Tbe financial bistory of Baltimore. Baltimore 1899. 

University of California Publications. Botany. Vol. 2, No. 2. Zoology. 
Vol. 2, No. 3. Berkeley 1904. 05. 

Memoirs of tbe American Academy of arts and sciences. [Boston]. 
Vol. 13, No. 2. Cambridge 1904. 

Proceedings of tbe American Academy of arts and sciences. Vol. 40, 
No. 8— 24. Vol. 41, No. I— 13. — Tbe Rumford Fund of tbe 
American Academy of arts and sciences. Boston 1904. 05. 

Memoirs of tbe Boston Society of natural bistory. Vol. 5, No. 10. 11. 
Vol. 6, No. I. Boston 1903 — 05. 

Proceedings of tbe Boston Society of natural bistory. Vol. 31, No. i — 10. 
Vol. 32, No. I. 2. Boston 1903. 04. 

Occasional Papers of tbe Boston Society of natural bistory. 7, No. i — 3. 
Boston 1904. 
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